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Résumé. Nous montrons que pour toute sous-variété algébrique d’un tore multiplicatif (non contenue dans
un sous-groupe algébrique propre), on peut choisir un ensemble Zariski dense de points algébriques de hauteur
contrdlée, dont toutes les coordonnées sont multiplicativement indépendantes. Cet énoncé précise et généralise
un théoréme de S. Zhang qui lie la hauteur projective d’une varété au minimum essentiel de la hauteur des points
algébriques de celle-ci. En tenant compte d’un résultat précédent des auteurs sur le probleme de Lehmer généralisé
aun tore, nous en déduisons une minoration pour la hauteur normalisée d’une sous-variété d’un tore. Cette derniére
est optimale a un «e-prés» en le degré géométrique de la variété étudiée (confer une conjecture du second auteur
avec P. Philippon).

Abstract. In this article, we prove that on any subvariety of a multiplicative torus which is not contained in a
proper algebraic subgroup, one can find a Zariski dense set of algebraic points of small height whose coordinates
are multiplicatively independent. This statement generalizes an earlier result of S. Zhang which links the projective
height of a variety with the essential minimum of its algebraic points. Taking into account an earlier result of the
authors on the Lehmer problem generalized to a multiplicative torus, one deduces a lower bound for the normalized
height of subvarieties of multiplicative groups. This lower bound is optimal up to an “¢” in the geometric degree
of the variety studied (confer a conjecture by the second author and P. Philippon).

Key words: normalized heights, multiplicative groups, linear relations, Lehmer problem, Bogomolov problem,
density properties, essential minimum
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1. Introduction

Dans [9], P. Philippon a introduit une notion de hauteur pour les variétés projectives définies
sur un corps de nombres, et en a déduit dans [6], en collaboration avec le deuxiéme auteur,
une hauteur normalisée /1(-) pour les sous-variétés d’une puissance du groupe multiplicatif
G?%, (que nous considérons plongé dans P" de facon naturelle). Dans le formalisme de
I’intersection arithmétique (suivant notamment Bost, Gillet, Soulé, Szpiro), Zhang (voir
[11-13]) a également construit des hauteurs normalisées ; les propriétés d’unicité de la
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hauteur normalisée assurent que ces deux notions coincident une fois fixée une compacti-
fication équivariante du tore.

Cette hauteur a la propriété remarquable suivante. Soit V une sous-variété algébrique de
G}, définie sur un corps K C Q et K-irréductible ; alors }Az(V) = (O si et seulement si V est
une réunion de sous-variétés de torsion (i. e. de translatés de sous-groupes de G, par des
points de torsion).

Ce résultat a tout d’abord été obtenu par Lawton (voir [8]) pour les hypersurfaces définies
sur Q (dont la hauteur normalisée pour la compactification choisie n’est rien d’autre que
la mesure de Mahler d’une équation a coefficients entiers et de contenu 1), le cas général
ayant été obtenu plus tard par Zhang (voir [11, 12]).

Soient V une sous-variété algébrique stricte de G, et 6 un nombre réel ; on désigne par
V() I'ensemble des o € V (Q) de hauteur de Weil i (cx) < 6. On définit ensuite le minimum
essentiel de V comme la borne inférieure des nombres réels @ > 0 tels que V (0) est Zariski
dense dans V. Le minimum essentiel et la hauteur sont tres liés. En effet, on dispose de
la relation suivante, montrée dans [12], théoréme 5.2 et [13], théoréme 1.10 qui est valable
pour toute variété V définie sur un corps K C Q et K-irréductible :

h(V)

h(V)
<p(V) < deg(V)’

(dim(V) + 1) deg(V)

(D

On pourra également se reporter a [5] §. 3, corollaire 3.2, pour une preuve plus élémentaire de
ces inégalités, écrite dans le cadre des variétés abéliennes mais qui s’adapte immédiatement
au cas multiplicatif.

Une question naturelle est alors la suivante : peux-t-on obtenir des inégalités similaires
en ajoutant des conditions naturelles supplémentaires au point &« ? Dans [3], nous avons
montré qu’en fait on pouvait exhiber un ensemble Zariski dense de points de petite hauteur
dans une hypersurface de G/, par spécialisation de n — 1 coordonnées en des racines de
I’unité; en d’autres termes, le minimum essentiel sur les points dont les coordonnées
satisfont beaucoup de relations de dépendance multiplicative est également petit.

Inversement, on peut se poser la méme question si 1’on impose a o d’avoir toutes ses
coordonnées multiplicativement indépendantes. C’est a cette question que nous donnons
une réponse dans ce texte.

En fait, on peut voir de notre preuve que 1’on dispose d’une grande souplesse dans
la construction de petits points ; de nombreuses variantes sont donc possibles suivant les
applications souhaitées.

Plus précisément, nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 1.1.  Soit V une sous-variété algébrique de G, définie sur un corps K C Qet
K-irréductible quin’est contenue dans aucun sous-groupe algébrique propre de G',. Alors,
pour tout nombre réel ¢ > 0, I’ensemble des points o € V dont toutes les coordonnées sont
multiplicativement indépendantes et dont la hauteur satisfait :
h(V)
ha) s ————+¢
deg(V)

est Zariski dense dans V.



DENSITE ET RELATIONS MULTIPLICATIVES 239

Une premiere application de cet énoncé est de montrer le lien entre le probleme de Lehmer
en dimension supérieure et le probleme de Bogomolov. Plus précisément, en utilisant le
théoréme 1.5 de [1] et I’inégalité (1), on déduit du théoreme 1.1 des minorations pour la
hauteur normalisée et pour le minimum essentiel des sous variétés de G/, qui ne sont pas
réunion de variétés de torsion.

Corollaire 1.2.  Soit V une sous-variété algébrique de G, définie sur Q et Q-irréductible

qui n’ est contenue dans aucun sous-groupe algébrique propre de GJ,,. Notons § le plus petit
degré d’une hypersurface définie sur Q et contenant V. Alors I’ ensemble :

la e V(Q, h(a)<cm)s 'log(38) ™}

n’est pas Zariski dense dans V. Ici k (n) sont deux nombres réels et c(n) > 0 (effectivement
calculables) ne dépendant que de n.

En utilisant un argument de projection, on en déduit :
Corollaire 1.3.  Soit V une sous-variété algébrique de G, définie sur Q et Q-irréductible

qui n’est pas réunion de variétés de torsion. Soit s la dimension du plus petit sous-groupe
algébrique de G, contenant V (par hypothese, on a s > dim(V)). Alors :

MGSS(V) = C’(n) deg(V)ﬁ‘:m 10g(3 deg(v))fl((s),
et
7 s—dim(V)—1 ‘
h(V) < C/(n) deg(V)Tmm 10g(3 deg(V))_K(b)’

ou ¢’ (n) est un nombre réel > 0 (effectivement calculable) ne dépendant que de n.

Remarquons que la dépendance en le degré (géométrique) de ce corollaire est pour sa
part essentiellement optimale, et se rapproche, en tout état de cause, de celle conjecturée
dans la version optimiste de la conjecture 1.1 de [6].

Rappelons que si V est une sous-variété de dimension d définie sur Q et géométri-
quement irréductible de G/}, qui n’est pas de torsion, on ne peut conjecturer mieux (2 moins
de remplacer le degré par géométrique de V par un invariant plus fin) que :

h(V)=>¢"(n) deg(V) 57,

ou s désigne cette fois la dimension du plus petit translaté d’un sous-groupe algébrique de
G, contenant V, et ol ¢”(n) est un nombre réel > 0 ne dépendant que de n.
Rappellons enfin que le corollaire 1.3 a été annoncé dans ’article [2].
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2. Lemmes préliminaires

Soit X C P" une variété algébrique, de dimension d. Par degré de X (noté deg(X)), nous
entendrons le degré de I’adhérence de Zariski de X dans P". Dans toute la suite de ce texte,
nous noterons ci, ¢z, - - - des nombres réels > 0 qui ne dépendent que de la dimension n
du projectif ambiant. La notion de hauteur projective que nous utilisons est celle introduite
dans [9]-1II. Plus précisément, si Jx est I’idéal homogeéne de définition de X, on fixe

une forme éliminante fy d’indice (1,...,1) e N?*! de Jy, et A(X) est la hauteur de fy
définie par la formule ) % log(M,(fx)), ou K est un corps de définition de Ty et

M, désigne la norme de GAUSS aux places ultramétriques et la mesure suivante aux places
archimédiennes :

n 1
log(M, (fx)) = / LI fx®)] -l ®) + (@ + D deg() Y .
i=l

n+l1

Ci-dessus, S, désigne la sphere unité de C” et o, désigne la mesure invariante de masse
totale 1 sur S,,,.

Soit maintenant V une sous-variété algébrique de G”, (plongé dans P" de fagon naturelle) ;
sa hauteur normalisée, notée fz(V) est définie par la formule :

n
m

OV o tim GBIV
m=o0 " m deg(Im]V)

’

ou [m] désigne la multiplication par m. On pourra se reporter a [9]-111 et [6], §. 2 pour plus
de détails.

On sait que I’on peut trouver dans toute variété X C P" des points de hauteur petite, qui
évitent un diviseur Z de X donné (confer par exemple [5], théoreme 3.1, ou [13]). Nous
quantifions cet énoncé dans la proposition ci-dessous, en montrant que ces points peuvent
de plus étre choisis définis sur un corps de nombres de degré controlé en fonction du
«terme d’erreur » toléré pour la hauteur. De plus, la contrainte a imposer sur le degré du
diviseur Z pour cette quantification est tres souple.

Proposition 2.1. Soit X une sous-variété de P", définie sur Q et Q-irréductible, de di-
mension d. Pour tout ¢ > 0, il existe 5o = (¢, X) > 0 ayant les propriétés suivantes. Soit
8 un entier > & et soit Y une hypersurface de P" qui ne contient pas X. Supposons

de
log deg(Y) < —.
og deg(Y) 17

1l existe alors un pointy € (X\Y)(@) tel que :

h(X)
deg(X)

hi,(y) < +e et [Q(y):Ql< deg(X)s*

(out I'on note hy, la hauteur de Weil sur P" logarithmique et absolue, normalisée par la
métrique Ly aux places archimédiennes).
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Démonstration : il suffit de suivre la preuve du point (ii) du théoreme 3.1 de [5], avec
Z = X NY. Dans cette preuve, les auteurs montrent qu’il existe des formes ¢qy, ..., qq €
Z[Yy, ..., Y,] homogene de degré § telles que X N Z(qy) N--- N Z(q,) ait dimension zéro
et n’intersecte pas Z. De plus, si I'on note g, , les coefficients de la forme g;, on peut
assurer que :

s 5
lg;l = (Z |61j,a|2/<a>> < (d + 1)(deg(X) + deg(Z))>.(8 + 1)+

|| =6
< (d + 1)(deg(X) + 1)? deg(Y)?.(8 + 1)" ™
et donc, grace a I’hypothese sur deg(Y),

log |g;| e log(§ + 1) 8_e< e
)

2

h 8 2d " d’

Soit Z’ le cycle intersection Z'=X - Z(qy) - - - Z(qq) (supporté par Supp(Z')=X N
Z(g1) N---N Z(qq)); le théoreme de Bézout arithmétique (confer [9]-1I1, proposition 4)
nous assure que Z’ est de hauteur :

Mz) _ hx) ilogw
deg(Z’) ~deg(X) 1)

j=1

En effet, il suffit d’appliquer la proposition 4 de loc. cit. récursivement a X - Z(q;), puis a
X-Z(q1)-Z2(q2), ..., (X-Z(q1) - - Z2(qa-1))-Z(qa), de remarquer que la contribution aux
places finies de la hauteur relative suivant la terminologie de loc. cit. est toujours négative
ou nulle (puisque les formes g; sont a coefficients dans Z) ; enfin on vérifie en tenant compte
de la définition de la hauteur relative que la contribution aux places archimédiennes est bien
majorée par log |g;|.

Grace a (2) on a donc :

Mz _ hx)
deg(Z') ~ deg(X)

pour 8 > 8y(e, X). Comme le support de Z’ est de dimension 0, et comme le quotient d/;;(zz'),)

est la moyenne pondérée (par les multiplicités) des hauteurs des points du support de Z’,
il existe donc un point y e. Supp(Z’) tel que hr,(y) < dﬁg)?) + £ (rappelqns que .h L,(*)
coincide avec la hauteur projective de la variété ponctuelle définie par le point considéré).
Ainsiy € X, mais comme Supp(Z') N Z = Y on aaussiy ¢ Z. Enfin, le théoréme de
Bézout (géométrique) nous assure que (car Z’ est définie sur QQ ; tous les conjuguées de y

appartiennent donc & Z’) :

[Q(y) : Q] < deg(V)s“.

La proposition 2.1 est démontrée.
En utilisant un procédé limite, on en déduit :



242 AMOROSO AND DAVID

Corollaire 2.2. Soit V une sous-variété algébrique de G, définie sur Q et Q-irréductible
de dimension d. Pour tout €| > 0 il existe §; = §1(¢1, V) > 0 ayant les propriétés suivantes.
Soit & un entier > 8, et soit Z une hypersurface de G, qui ne contient pas V. Supposons

8
log deg(Z) < 13

1l existe alors un point o € (V\Z)(Q) tel que :

h(V) deg(vysd
” (V)+8 et [Qo):Ql<c———— o7

h(a) <

ot ¢ = c(n) > 0.

Démonstration : il suffit de passer a la limite via le plongement étiré comme dans [6].
Plus précisément, considérons le plongement
. 2 SEGRE
¢: G — (GZ) — P,)" = P2,

x = (x,x™)

ou m est un entier strictement positif. Rappelons qu’il existe une constante c3 (confer
propositions 2.6 et 2.8 de [6] telle que pour toute variété V C G/, de dimension d, on a

deg(#(V)) = (m + 1) deg(V)
et

h(@(V)  (m+ Dh(V)
deg(@p(V))  deg(V)

Soit g1 > 0 et fixons m =[(2¢3 + l)sfl]. Appliquons la proposition 2.1 avec e =1, X =
¢(V)etY=¢(Z). Posons §;(¢;, V) := max{4d(n — 1) log(m + 1); 80(1, V)}, choisis-
sons ensuite un entier 6 > 8; (g1, V) et supposons log deg(Z) < 4d ;on a alors :

log deg(¢(Z)) = (n — 1) log(m + 1) + logdeg(Z) < %

La proposition 2.1 nous assure donc I’existence d’un pointy € (qb(V)\qb(Z))(@) tel que :

h(p(V)) (m + DA(V)

1< 1
deg@(Vy) TS e

hLz (Y) < deg(V)

et

deg(V)8¢
[Q(y) : Q] < deg(¢p (V)8 < (m + 1)? deg(V)8¢ = Cz'&giid)'
1
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Onay = ¢ (o) pour un certain o € V\ Z ; rappelons que la hauteur /2, d’un point projectif
x coincide avec la hauteur projective de la variété {x} (confer par exemple [6], §. 2.1); de
meéme, la hauteur de Weil de x coincide avec la hauteur normalisée de la variété {x} (loc.
cit., proposition 2.1, point vi) et donc

1, () = (m + Dh(a)] < c3.
On a donc, en tenant compte de la majoration obtenue pour %y, (y) :

(V)  2c3+1 _ h(V)

h S S
(@< Gee) T w1 S deg(vy T

et

[Q(e) : Q] = [Q(y) : Q.

Le corollaire 2.2 est démontré.
On utilisera aussi le lemme suivant qui se déduit immédiatement du lemme 4.1 de [10].

Lemme 2.3. Soit o € G}, et supposons que ses coordonnées soient de rang multiplicatif
< n. Il existe alors des entiers rationnels vy, . . ., v, non tous nuls, tels que a,v‘, oo =1
et

max [vy| < e[ Q) : QFh(en)" ™,
oti cg = c4(n) > 0.
Démonstration :  on se reporte a la preuve du lemme 4.1 de [10]. Sin = 1, alors o =1
et [Q(a) : Q] = ¢(M) : il suffit donc d’utiliser la majoration M < 20 (M)2. Supposons

maintenant n > 2 ; quitte a remplacer n par un entier plus petit, on peut aussi supposer que
le rang multiplicatif des coordonnées du point « soit exactement n — 1. Soit donc

l L
o ar =1

une relation de dépendance multiplicative avec des entiers [y, ..., [,. Fixons un entier k,
1<k <netsoit c > 1. Le théoreme des formes linéaires de Minkowski nous assure qu’il
existe des entiers py, ..., p, non tous nuls et tels que

lj 1 . . n—1

Pj =Pk | < (I<j<n, j#£k), et o<
k

Posons ¢ = []_, a;’. On a donc

n
L pilk 1_[ pilk—pil;
¢h=Tap" = o
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et

lh@) < Y 1ol — pidjlh(a;)).
1< j<n, j#k

Donc
h(¢) < ¢ 'nh(a).
Si ¢ n’est pas une racine de I’unité, une version faible du théoreme de Dobrowolski (confer
[7]) nous donne la minoration : 4(¢) > c;l D72, 001 D = [Q(cv) : Q] et ¢5 est une constante
absolue > 1. Donc si on choisit
¢ = csnD*(1 + h(e)),
alors ¢ est une racine primitive M-iéme de 1’unité pour un certain entier M. On a aussi
M <2¢(M)* <2D? car ¢ € Q(cv). Pour tout entier j, 1 < j <n, posons v; = M.p;;ona
> donc :
o o) =1
et

vl <" "M <eeD* (1 + h(c)™™!

Le lemme 2.3 est donc établi.

3. Démonstration du Théoreme 1.1

Quitte 2 remplacer V par la réunion des o (V) (o € Gal(Q/Q)), on peut supposer que V est
définie sur Q et Q-irréductible. Soit & > 0 et soit, par I’absurde, Z une hypersurface de G/,
qui ne contient pas V et qui contient tous les points de V a coordonnées multiplicativement
indépendantes et dont la hauteur satisfait

Soit § un entier > 1. On considere I"hypersurface Y de G, définie par I’équation :

l_[(x;}' xn—=1) =1,

ou le produit est fait sur les entiers rationnels vy, . .., v, non tous nuls, tels que

n A n—1
max [ < deg(V)s\"" [ h(V) .
X [Vi| S C C &
PR P deg(V)
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Par hypothése, V n’est pas contenu dans un sous-groupe algébrique propre de G/, et
donc V ¢ Y5 ; notons d la dimension de V ; on dispose de I’'inégalité

1)
logdeg(Ys U Z) < —
og deg(¥s )<4d

sid>8;(e, V) estassez grand. Le corollaire 2.2 appliqué avec Y5 U Z nous fournit donc un
élément o € V\(Y U Z) tel que

h(o) <

h(V) . deg (V)8
deg(v)+8 et [Q(a).Q]«zT.

Le lemme 2.3 montre alors que les coordonnées de o sont multiplicativement indépen-
dantes (sinon a € Y), ce qui contredit la choix de Z. Le Théoreme 1.1 est ainsi démontré.

4. Démonstrations des corollaires

Commencons par établir le corollaire 1.2. Soit ¢ > 0; le théoréme 1.1 nous assure que
I’ensemble des points o de V(Q) dont toutes les coordonnées sont multiplicativement
indépendantes et de hauteur au plus dﬁg&) + ¢ est Zariski dense dans V. En tenant compte
de I’inégalité de gauche des relations (1), on en déduit que ’ensemble des points a de
V (Q) dont toutes les coordonnées sont multiplicativement indépendantes et de hauteur au
plus (dim(V) + 1)u®*°(V) + ¢ est aussi Zariski dense dans V, et en particulier non vide.
Soit donc ¢ dans ce dernier ensemble.

Rappelons que le théoreme 1.5 de [1] assure qu’il existe des nombres réels strictement
positifs c(n) et «k(n) tels que si o est un point de G/, dont toutes les coordonnées sont
multiplicativement indépendantes, et si §’ désigne le degré d’une hypersurface de G, définie
sur Q contenant ¢, alors,

h(c) > %”) log(38") <™,

Nous pouvons donc appliquer ce résultat au point o« que nous venons d’exhiber, avec
8’ = § (puisqu’une hypersurface définie sur Q contenant V contient ). On en tire :

h(a) > ? log(38) <™.

En particulier, on a donc :

(dim(V) + DHuS (V) + ¢ > C(S—”) log(38) ™,

En faisant tendre & vers zéro on obtient le résultat annoncé.

Passons maintenant au corollaire 1.3 et notons G le plus petit sous-groupe algébrique
de G contenant V (et s sa dimension). Quitte a faire une projection linéaire sur s facteurs
convenablement choisis de G/, on peut supposer pour démontrer ce corollaire que s =n
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(puisque le minimum essentiel ainsi que le degré décroit par projection linéaire). 11 suffit
alors d’utiliser le corollaire 1.2 et la majoration :

8 <ndeg(V)V/ =D

(confer [4], corollaire 2, chapitre 1, page 8 et exemple 1, page 9) pour obtenir la premieére
des deux inégalités annoncées, la deuxieme se déduit de la premiére en tenant compte des
relations (1).
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