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Résumé  Nous démontrons une nouvelle minoration de la hauteur normalisée d’une sous-variété
algébrique d’un tore multiplicatif (et par conséquent des petits points d’une telle sous-variété). Si dans
le cas torique, une preuve effective de la conjecture de Bogomolov généralisée était déja connue ainsi
que des estimations « pluri-exponentielles » en le degré de la variété (Schmidt et Bombieri—Zannier), puis
monomiales inverses (par le deuxiéme auteur et Philippon), notre approche qui est entiérement nouvelle,
permet de démontrer & un e-prés les conjectures les plus précises (en fonction du degré) que 'on peut
formuler dans ce cadre. On obtient ainsi pour ce probleme 'exact analogue de ce que I’on sait obtenir
dans le cadre du probleme de Lehmer. Enfin, nous démontrons pour les sous-variétés de codimension au
moins 2 une conjecture du deuxiéme auteur et Philippon.

Abstract We prove a new lower bound for the normalized height of subvarieties of a multiplicative
torus (and thus for the small points of such a subvariety). Effective proofs of the so-called generalized
Bogomolov conjecture were already known. Schmidt and Bombieri—Zannier gave first a ‘pluri-exponential’
lower bound in terms of the degree, which the second author and Philippon brought down to an inverse
monomial using a different approach. Our proof is entirely new in its principle and proves up to an &
the sharpest conjectures that can be fomulated in terms of the degree of the variety studied. We thus
obtain for this problem the exact analogue of what is already known for the Lehmer problem. Finally,
we prove a conjecture of the second author and Philippon for subvarieties of codimension at least 2.
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1. Introduction

Dans cet article, nous poursuivons I’étude des minorations de la hauteur normalisée des
sous-variétés algébriques d’un tore multiplicatif amorcée dans nos textes précédents [Am-
Dal, Am-Da2, Am-Da3]. Nous allons commencer par exposer la problématique dans
le cadre général d’un plongement projectif quelconque du tore.
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On appellera «compactification équivariante» de GJ;, un plongement projectif ¢ :
GIl, — Py tel que 'adhérence de Zariski de ¢(GP,) dans Py soit une compactification

équivariante lisse de G” ; on supposera que ¢ est Q-rationnelle. Les compactifications

m>
les plus courantes et pour lesquelles on a le plus d’applications arithmétiques sont bien
entendu les compactifications «standard », i.e. G}, — P, et G}, — P} Segre, Pon_y.

Soit V' une sous-variété algébrique propre* et réduite de G, que ’'on supposera définie
sur un corps K C Q et K-irréductible ; on définit sa « hauteur normalisée », notée iLw V),
avec des méthodes de géométrie d’Arakelov (voir la série [Zhal,Zha2,Zha3]), ou a l'aide
d’une construction « & la Néron-Tate » (voir [Da—Ph2], ou [Phi3] pour une construction
analogue sur les variétés abéliennes). Plus précisément, Philippon définit la hauteur
normaliséet de la variété V par rapport au plongement ¢ par :

. he([m]V) deg, (V)

he(V) = m1—1>1—r|rloo mdeg,([m]V)

ot hy,(V) (respectivement deg,,(V')) est la hauteur projective (respectivement le degré)
de I’adhérence de Zariski de p(V') dans Py.

Szpiro a également introduit le minimum essentiel de V', noté /fL:’jS(V), comme la borne
inférieure des nombres réels § > 0 tels que 'ensemble des points a € V(Q) de hauteur
normalisée bornée par 6 soit Zariski-dense dans V. Bien évidemment, cette définition
généralise la notion de hauteur d'un point : si a € GJ},(Q), alors 4S5 ({a}) = }Alga (o).

Le minimum essentiel et la hauteur sont tres liés. Soit V' une variété définie sur un corps
K C Q et K-irréductible ; on dispose alors de la relation suivante, montrée dans [Zha2,

Théoréme 5.2] et [Zha3, Théoreme 1.10]f :

hyo(V)
(dim(V) 4 1) deg,, (V)

~ess BW(V)
< fgi(V) < dog, V)’ (1.1)

Le minimum essentiel et la hauteur normalisée ont la propriété remarquable suivante.
Soit V' une sous-variété algébrique de GJ},, définie sur un corps K C Q et K-irréductible;

ess

alors fi*(V) =0 (ce qui est équivalent a izgp(V) =0 grace a linégalité (1.1)) si et
seulement si V' est une réunion de variétés de torsion (i.e. de translatés de sous-tores
de G, par des points de torsion) : c’est un théoréme de Lawton (voir [Law]) pour les
hypersurfacesq de G, et de Zhang dans le cas général (confer [Zhal]). Il est donc naturel
de chercher & minorer le minimum essentiel (ou la hauteur normalisée) d’une variété qui
n’est pas une réunion de variétés de torsion. Il est facile de voir que 'on ne peut pas

* Dans ce texte, le mot « propre » signifie «strict », i.e. C.

t Dans le cas particulier du plongement standard G}, — P, la hauteur normalisée d’un point coincide
bien sir avec sa hauteur de Weil logarithmique et absolue.

1 On pourra également se reporter & [Da—Phl, § 3, Corollaire 3.2], pour une preuve plus élémentaire
de ces inégalités, écrite dans le cadre des variétés abéliennes mais qui s’adapte immédiatement au cas
multiplicatif. On notera également que le théoréeme de Zhang est plus fort que ce qui est cité ici : I'inégalité
de gauche peut-étre renforcée en y remplagant le minimum essentiel par la somme de tous les minimums
successifs de la variété.

9 Pour le plongement standard G}}, — P,. Dans ce cas, la hauteur normalisée coincide avec la mesure
de Mahler d’une équation de V' (confer [Da—Ph2]).
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s’attendre a des minorations ne dépendant que du degré géométrique de V dans le cas
général. En effet pour tout D € N*|

h({2YP, ... 2Y/P}) = log2
D

(ol ¢ est la compactification équivariante ¢ : G, — P,,) qui tend vers 0 lorsque D tend
vers l'infini, alors que le degré reste égal a 1. Plus généralement, si 'on prend pour V'
un translaté d’un sous-tore fixé H de G], par un point d’ordre infini 1, on peut vérifier
que la hauteur normalisée de V est essentiellement la hauteur de la projection de  dans
G, /H ; on peut donc faire tendre la hauteur de V' vers 0 en faisant varier n dans G, (Q)
(mais sans changer son degré géométrique).

On doit donc, si I'on souhaite formuler les conjectures les plus précises possible
introduire des hypotheses supplémentaires : soit en imposant des conditions de nature
« arithmétique » (i.e. tenir compte du degré du corps de définition de V'), ce qui, comme
on le verra plus bas revient a généraliser le probleme de Lehmer ; soit en imposant des
conditions géométriques portant sur la dimension du stabilisateur de V' afin d’éliminer les
contre-exemples exposés ci-dessus (et qui sont en fait les seuls possibles), ce qui revient
au « probleme de Bogomolov pour les tores ».

Dans le sous-paragraphe 1.1 nous nous intéresserons au probleme de Bogomolov pour
les tores; nous énoncerons une nouvelle conjecture qui contient celle de [Da—Ph2]
et un théoreme qui montre que cette conjecture est vraie «a des facteurs log pres ».
Ensuite, au sous-paragraphe 1.2 nous rappellerons rapidement les conjectures que nous
avons proposées et les résultats obtenus dans le cadre du probleme de Lehmer dans
les travaux [Am-Dal, Am-Da2 Am-Da3] : bien que les méthodes de preuves soient
différentes, on peut noter un grand parallélisme entre les conjectures que l’on peut
formuler et les résultats obtenus. Enfin, dans le sous-paragraphe 1.3 nous présenterons
le plan de cet article et nous introduirons les notations dont nous aurons besoin dans la
suite.

Comme nous lavons fait observer dans [Am-Dal], le degré n’est pas le bon invariant
pour ce type de problemes, mais [’indice d’obstruction, qui est plus fin.

Définition 1.1. Soient V' C W deux sous-variétés algébriques de P,,, définies sur un
corps K C Q et K-irréductibles. On appelle indice d’obstruction de V relatif & W, noté
wr(V, W) le minimum de

deg 7 1/ codimw Z
(deg V)

pour Z parcourant les sous-variétés de W définies sur K et contenant V.

Rappelons que lorsque W = P,, lindice d’obstruction wg(V,P,) (que 'on notera
simplement wg (V)) a été introduit par Waldschmidt (voir [Wal]) pour des questions liées
aux lemmes de Schwarz. Lorsque K = Q, nous omettrons parfois I'indice Q, et noterons
I'indice d’obstruction w(V, W) (ou w(V) si W =P,,).
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On déduit facilement d’un résultat de Chardin (confer [Cha, Corollaire 2, ch. 1, p. 8
et Exemple 1, p. 9]) l'inégalité :

1< wie(V) < ndeg(V)V/ codimV), (1.2)

ce qui montre bien que I'indice d’obstruction est un invariant plus précis que le degré.

1.1. Probléeme de Bogomolov pour les tores

Dans [Da—Ph2], le second auteur et Philippon ont proposé une conjecture (voir
Conjecture 1.3 ci-dessous) dans le cadre du probléme de Bogomolov pour les tores
que nous allons préciser, en tenant compte de l'indice d’obstruction, et généraliser a

un groupe multiplicatif muni d’une compactification équivarisante (et non plus restreinte
aux compactifications standards de G}, dans P,, ou dans P} & P2" -1 comme dans loc.
cit.).

La conjecture que nous proposons est la suivante.

Conjecture 1.2. Soit n > 2 un entier naturel et soit ¢ : G, — Py une compactification
équivariante de G?, et Q-rationnelle. Il existe alors un nombre réel c(ip) strictement positif
tel que la propriété suivante soit vraie. Soit V' une sous-variété propre de G}.,, définie sur
Q, géométriquement irréductible qui n’est pas un translaté d’un sous-tore propre de G7,.
Notons ensuite B le plus petit (par rapport a l'inclusion) translaté d’un sous-tore de G,

contenant V. Alors, on a la minoration :

ness 0(90)
: (V) g W@(V7B)7

ol wy,(V, B) = w(p(V), p(B)). De plus, la constante c(¢) ne dépend que de la dimension
N du plongement projectif induit par .

Remarquons que la dépendance en w,(V) dans cette conjecture est optimale :
en effet pour V vérifiant les hypotheses de la conjecture et qui de plus n’est pas
contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre, et pour tout entier [ pour lequel
]V est irréductible (il y en a une infinité), on a : wy([I]7'V,G%) < lwy,(V,G2,) et
ASS([[]71V) = 171 ags (V). Ici et dans toute la suite, on note [I] : G}, — G}, le morphisme
de « multiplication » par [ défini par [l]z := (2!,...,z!).

Un raisonnement analogue permet de vérifier plus généralement que l'on ne peut
raffiner la dépendance en wy,(V, B). De plus, I'un des intéréts de cette question générale
est de suggérer que ces minorations peuvent tendre vers I'infini avec le degré projectif de
GI, (et plus généralement de B).

Notons enfin que la Conjecture 1.2 implique (voir la Proposition 6.1 dans le
paragraphe 6) la Conjecture 1.1 de [Da—Ph2].

Conjecture 1.3. Soit V une sous-variété algébrique propre et géométriquement

irréductible de G}, de dimension d et supposons que V ne soit pas un translaté d’un sous-
S n

groupe propre de G},. Notons ¢ la compactification équivariante ¢ : G}}, — P} Eop2r-,

Alors, les propriétés suivantes sont vraies.
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(1) II existe une constante universelle ¢ > 0 telle que :

h,(V) >ec.

(ii) Soit s la dimension du plus petit translaté de sous-groupe algébrique de GI',
contenant V' (par hypothése, on a donc s > d). On a alors :

. c(n)
ess(17) > S —
My ( ) degL(V)l/(s_d)

ol ¢(n) est un nombre réel strictement positif. De fagon équivalente :

h(V) = ¢ (n) deg, (V)= 67D,
ot ¢'(n) est un nombre réel strictement positif.

On notera que ’équivalence entre les deux énoncés du point (ii) se déduit de la
relation (1.1). On remarquera aussi que le point (ii) implique le point (i) (voir la preuve
de la Proposition 6.1 dans le paragraphe 6).

Dans le cadre des Conjectures 1.2 et 1.3, le meilleur résultat connu jusqu’ici est
celui de [Da—Ph2, Théoréme 1.2]. Le deuxiéme auteur et Philippon y ont montré la
minoration :

iLL(V) 2 2741 degL(V)72 log(degL(V) + 2)723

valgble pour toute sous-variété algébrique propre de G, (compactifié via ¢ : G}, —
P? geﬁﬂ"—l) géométriquement irréductible, qui n’est pas un translaté d’un sous-tore de

Gy,

Notons que cette minoration améliorait des résultats quantitatifs antérieurs dis d’une
part & Schmidt (confer [Sch2]) et d’autre part & Zannier-Bombieri (confer [Bo—Zal).

Décrivons maintenant les résultats que nous obtenons dans le cadre naturel de la
compactification standard GJ;, < P,. Ce choix ne fait pas véritablement perdre en
généralité en ce qui concerne le parametre principal qui est le degré géométrique de
la variété étudiée, et permet de simplifier considérablement les notations, les énoncés et
surtout les preuves. De méme, nous supposerons que la variété V n’est contenue dans
aucun translaté d’un sous-tore propre de GJ,. Cette réduction simplificatrice n’entraine
pas non plus de perte tres significative comme le montre le Corollaire 1.6 ci-dessous.
Nous reviendrons sur ces questions plus générales dans le cadre d’un travail ultérieur s’il
s’avere qu’elles ont d’autres applications arithmétiques.

Pour alléger, on omettra donc 'indice correspondant & la compactification dans les
symboles deg, w, 1% et h.

Nous allons établir le résultat suivant.

Théoreme 1.4. Soit V une sous-variété propre et géométriquement irréductible de G},
de codimension k qui n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre de G},,.
On a alors :

i) = L (1og(3u(v)) ®),
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ot ¢(n) est un nombre réel strictement positif effectivement calculable et \(k) =
(9(3k)<k+1))k.

Dans le cas particulier d’une courbe plane, la démonstration du Théoreme 1.4 se
simplifie et nous obtenons le résultat plus précis (et explicite) qui suit.

Théoréme 1.5. Soit V une courbe Q-irréductible de G2,, de degré D. On suppose que
V n’est pas un translaté d’un sous-tore propre de G2,. On a alors :

2-70 " log log(D + 2)4
D log(D + 2)°

Iaess(v) >

On déduit du Théoreme 1.4 le résultat suivant apparemment plus général.

Corollaire 1.6. Soit V une sous-variété algébrique propre et Q-irréductible de G?, de
dimension d et supposons que V n’est pas un translaté d’un sous-groupe propre de G}},.
Soit s la dimension du plus petit translaté de sous-groupe algébrique de G}, contenant
V' (par hypothése, on a donc s > d). On a alors :

ﬂess(v) > C(TL)

Z deg(V) /=) x log(3 deg(V)) 25—,

ot ¢(n) est un nombre réel strictement positif effectivement calculable et A(k) =
(9(3k)*+1)k | De facon équivalente :

h(V) = ¢ (n) deg(V)' /=D log(3 deg (V) =),

ott ¢'(n) est un nombre réel strictement positif.

A laide d'un argument de projection (confer [Da—Ph2, Proposition 3.1]), on en
déduit également le résultat suivant qui permet de résoudre la conjecture « faible »
(Conjecture 1.3, point (i)) de [Da—Ph2], en « codimension au moins 2 ».

Corollaire 1.7. Soit V une sous-variété algébrique propre et géométriquement irré-
ductible de G}, de dimension d et supposons que V n’est pas contenue dans un translaté
d’un sous-tore de G, de dimension d ou d + 1 (en particulier, V est de codimension au
moins 2). Alors :

h(V)=h(V) > e,

ou ¢ est une constante strictement positive, absolue et effectivement calculable et ot ¢
Segre

est la compactification équivariante v : G?, — P} "— P2 ~1,

En ce qui concerne les autres minimums successifs, et en particulier le dernier qui soit
de nature « géométrique » (le i° dans la terminologie de [Da—Ph2]), il suffit de reprendre
largument développé au paragraphe 5 de [Da—Ph2], en y substituant le Théoréme 1.5
a la minoration utilisée dans cette référence. Toutefois, on peut noter que méme en
renongant a calculer la constante numérique et en utilisant le Théoreme 1.4 au lieu
du Théoreme 1.5, les améliorations que ’on pourrait obtenir ainsi ne sont (hélas!) pas
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véritablement spectaculaires si on les compare au Théoréme 1.3 de [Da—Ph2]. Pourtant
le Théoreme 1.4 est quasiment optimal! Pour pouvoir se rapprocher sensiblement des
bornes que 'on pourrait raisonnablement conjecturer, il serait crucial d’étre en mesure
de controler précisément les degrés des translatés de sous-tores qui contiennent certaines
sous-variétés de V', ou encore d’étre en mesure de remplacer la récurrence utilisée au
paragraphe 5 de [Da—Ph2] par un argument plus direct.

Nous proposons donc une conjecture concernant le dernier des minimums successifs
pour lequel on peut encore espérer une minoration de nature géométrique de la hauteur
et une majoration du nombre de points exceptionnels. Il s’agit en effet avec le minimum
essentiel, de la quantité qui est la plus utile dans les applications. Avant de formuler cette
derniere, rappelons que la hauteur normalisée et la hauteur projective sont comparables.
Plus précisément, il existe un nombre réel strictement positif 6(p) tel que pour tout point
r € G?,(Q), on ait

lhe(x) = he(2)] < 0(0).

De plus, l'indice d’obstruction n’est plus l'invariant géométrique qui permet de
controler ce minimum, mais l'indice suivant (grosso modo, il s’agit d’un indice d’obstruc-
tion en codimension maximale).

Définition 1.8. Soient V C W deux sous-variétés algébriques de P,,, définies sur un
corps K C Q et K-irréductibles: on notera s la codimension de V dans W. On appelle
indice d’interpolation de V relatif ¢ W, noté wg(V, W) le plus petit entier d tel qu’il
existe des sous-variétés Y7,...,Y; de codimension 1 de W, de degré au plus d, définies
sur K et K-irréductibles telles que V=Y N---NY;.

On pourra se reporter au travail de Chardin et Philippon [Ch—Ph] pour le lien entre
ce type d’invariants et les questions d’interpolation géométriques et de régularité de
Castelnuovo. Nous adopterons les mémes conventions de notations que pour w lorsque
K=QouW =P,.

On peut maintenant proposer la conjecture qui suit.

Conjecture 1.9. Soit V une sous-variété propre de GJ., i>]P’N définie sur Q et
géométriquement irréductible qui n’est pas un translaté d’un sous-tore propre de GJ,.
Notons ensuite B le plus petit translaté (par rapport & l'inclusion) d’un sous-tore de

G, contenant V. Alors, 'ensemble des points x de V(Q) qui n’appartiennent 4 aucun
translaté d’un sous-tore de G}, de dimension au moins 1 contenu dans V et de hauteur :

. c1(p) deg,,(B)
N

est de cardinal fini, majoré par
c2()@y (V, B)"
degS(,(B)b—1 ’

ol b est la codimension de B. De plus, ¢1(¢) et ca(¢) ne dépendent que de N et de la
constante de comparaison 0(p).
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Des progres significatifs dans la direction de la Conjecture 1.9 auraient des applications
arithmétiques (on pourra a titre d’exemple se reporter au travail récent de Rémond
[Rém)).

1.2. Probléme de Lehmer généralisé

Si 'on ne fait pas d’hypothese sur le stabilisateur de V', la question de minorer le
minimum essentiel de V' fait nécessairement intervenir le degré d’un corps de définition de
V comme on I’a vu au début du paragraphe 1. On se trouve alors face a des généralisations
du probléme de Lehmer. Dans les travaux [Am-Dal], [Am-Da2] et [Am-Da3| nous
nous sommes intéressés a ce dernier ; bien que les méthodes de preuve soient différentes,
on peut noter un grand parallélisme entre les conjectures que ’on peut formuler et les
résultats obtenus. Il nous semble donc intéressant de les rappeler ici, afin d’unifier un
peu cette théorie. Dans ce cadre, I'invariant clef est 'indice d’obstruction relatif & Q (qui
tient donc compte du degré arithmétique de V).

On supposera que Gjr, est plongé dans un projectif via un morphisme ¢, qui induit
une compactification équivariante G?, de G, qui fait de G?, une sous-variété algébrique
Q-rationnelle de Py. Le pendant arithmétique de la Conjecture 1.2 est la conjecture
suivante.

Conjecture 1.10. Soit ¢ : G, — Py une compactification équivariante de G}, définie
sur Q. Soit de plus V une sous-variété algébrique de G},, définie sur Q et Q-irréductible
et supposons que V' ne soit pas réunion de variétés de torsion. Notons ensuite B la plus
petite réunion de variétés de torsion (par rapport a l'inclusion) contenant V. Alors, on
dispose de la minoration : )

~ess c N

fig>(V) = ooV, B)’

ot w,,(V, B) := wy(e(V), o(B)).

Remarquons que dans le cas particulier d’'une variété de dimension zéro

V ={o(a),0 € Gal(Q/Q)},

dire que V n’est pas contenue dans un sous-groupe propre de G, revient a dire
que les cordonnées du point ¢ € V sont multiplicativement indépendantes : la
Conjecture 1.10 implique dans ce cas (en supposant que ¢ est le plongement G, — P,,) la
Conjecture 1.3 de [Am-Dal]. Comme dans le cadre précédent, on peut aussi vérifier que
la Conjecture 1.10 implique (en supposant toujours que ¢ soit le plongement G?, — P,,)
la Conjecture 1.4 de [Am-Da2].

Dans [Am-Dal], nous avons montré que si dim(V) = 0 et si B =G],, alors la
Conjecture 1.10 (toujours dans le cas du plongement standard G, < P,,) est vraie «a
des facteurs log pres». Ce résultat a été ensuite généralisé au cas des hypersurfaces
(confer [Am-Da2]) et enfin au cas des variétés de dimension quelconque (confer
[Am-Da3))*. Rappelons les résultats principaux obtenus dans [Am-Da3] (op. cit.
Corollaires 1.2 et 1.3).

* Dans les trois articles précités, la quantité wg(V') était notée 6(V).
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Théoreme 1.11. Soit V une sous-variété algébrique de G}, définie sur Q et Q-
irréductible qui n’est pas réunion de variétés de torsion. Alors :

X c(n) _
eSS (V) > x log(3wg(V))~#™),
ot k(n) et ¢(n) sont deux nombres réels > 0 (effectivement calculables).
Notons maintenant d et s les dimensions de V' et du plus petit sous-groupe algébrique
de G}, contenant V' (par hypothése, on a donc s > d). On a aussi :

V) > T on(3den(v) )
deg(V)l/(S_d) ’
et R
h(V) = ¢"(n) deg(V) /=D x log(3deg(V)) ),

ot c’(n) et ¢’(n) sont également des nombres réels strictement positifs, effectivement
calculables.

Comme dans le paragraphe précédent, on peut s’interesser au pendant arithmétique
du dernier des minimums successifs de V' (le 4i* dans la terminologie de [Da—Ph2]). Cela
revient & minorer la hauteur des points de V(Q) n’appartenant & aucune sous-variété
de torsion contenue dans V' (confer Théoreme 1.5 de [Da—Ph2]). Mais, 1a encore, les
corollaires que ’on peut obtenir directement a partir des résultats précités et d’une
récurrence comparable a celle de loc. cit. ne sont pas satisfaisants.

Nous proposons cependant une conjecture concernant le dernier de ces minimums

successifs qui est elle, optimale.

Conjecture 1.12. Soit n un entier > 1, et ¢ : G}, — Py une compactification équi-

variante de G}, que 'on suppose Q-rationnelle. Il existe alors un nombre réel strictement
positif ¢(N,0(p)) tel que la propriété suivante soit vraie. Soit V une sous-variété de
G, — Py définie sur Q et Q-irréductible qui n’est pas réunion de variétés de torsion.
Notons ensuite B la plus petite réunion de variétés de torsion (au sens de I'inclusion)

contenant V. Alors, les points x de V(Q) qui n’appartiennent & aucune sous-variété de
torsion de G}, contenue dans V sont de hauteur :

N c(N,0(p)) deg,(B)
h(x) g @Q#P(VaB)

1.3. Plan de l’article

Dans toute la suite de cet article nous fixons la compactification équivariante «stan-
dard » G}, — IP,,. Pour alléger les notations, nous omettrons donc 'indice correspondant
a la compactification dans les symboles deg, w, ji°*® et h.

Au paragraphe 2 nous avons développé la machinerie de transcendance : lemme de
Siegel, estimation du rang et extrapolation. Plus précisément, nous démontrerons (confer
Théoréme 2.2) une version absolue (i.e. ne dépendant pas du corps de définition) du

lemme de Siegel pour une sous-variété V' de GJ},, permettant de construire directement
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une fonction auxiliaire de petite hauteur s’annulant sur V avec multiplicités. Un tel
énoncé a son intérét propre (son pendant sur Q était crucial pour conclure dans [Am-
Da2] par exemple).

Nous introduisons ensuite dans ce texte un nouvel invariant, [’indice d’obstruction
de V' de poids T, noté w(T; V), qui généralise l’indice d’obstruction absolu w(V') de la
variété V : l'indice d’obstruction est crucial en géométrie diophantienne car il s’agit de
I'invariant qui intervient naturellement dans les lemmes de zéros. La variante avec poids
que nous introduisons est nécessaire ici pour mener & bien la preuve du Théoréme 1.4 (voir
la remarque a la fin du sous-paragraphe 5.3). De fait, cet invariant peut se révéler utile
chaque fois que I'on doit travailler avec un exposant de Dirichlet trés petit pour construire
la fonction auxiliaire, et lorsqu’il est crucial de controler finement les obstructions de
grande codimension (et non plus les premieres obstructions) au lemme de zéros.

L’extrapolation repose sur une idée nouvelle : a la différence de 'extrapolation
« classique » de Dobrowolski, on extrapolera sur des translatées de V par des points de
torsion. Signalons que ce type d’extrapolation a été déja employé par Bombieri et Vaaler
(voir [Bo—Va]) dans un contexte différent.

Au paragraphe 3 nous démontrerons le Théoreme 1.5. Le fait de travailler en petite
dimension simplifie la preuve (le lemme de zéro devient trivial) et permet d’améliorer
facilement ’exposant du terme d’erreur et de calculer la constante numérique finale.

Dans le paragraphe 4, on trouvera une nouvelle version du lemme de zéros de Philippon
(voir [Phil, Théoréme 2.1] et [Phi2, Théorémes 1 ou 2]). Nos ensembles de translation
sont la réunion de sous-groupes (les noyaux des multiplications par p) dont le cardinal
est élevé : nous avons besoin de tirer profit de cette information supplémentaire et pour
cela nous avons besoin d'une généralisation du lemme de zéros « classique ». Ce réultat
fait 'objet d’un travail distinct (confer [Am-Da4]). Afin de conserver un caractére aussi
auto-explicite que possible & ce texte, et afin de simplifier les notations, nous démontrons
une version simplifiée de ce lemme (voir Théoréme 4.2) contenant les propriétés minimales
dont nous aurons besoin ici.

Le paragraphe 5 est consacré a la preuve du Théoreme 1.4. Tout d’abord, nous
choisissons les parametres au sous-paragraphe 5.1 et nous démontrons un résultat
auxiliaire (Proposition 5.1) qui montre essentiellement que «si la conclusion du Théo-
reme 1.4 est fausse, alors on peut trouver des petits multiples de V' pour lesquels ’'indice
d’obstruction w([l]V) est pathologiquement petit par rapport a w(V') ». Malheureusement,
cette proposition ne suffit pas pour conclure la preuve : comme dans [Am-Dal] nous
aurons besoin d’un argument de descente, que 1’on trouvera dans le sous-paragraphe 5.2.

Enfin, les différents corollaires sont démontrés au paragraphe 6. On y précisera
également les liens entre les différentes conjectures (Proposition 6.1).

2. La transcendance

Nous rassemblons ici les arguments de nature «analytique » intervenant généralement
dans une preuve de géométrie diophantienne dont nous aurons besoin. Nous commen-
cerons par construire la « fonction auxiliaire », c’est-a-dire ici un polynéme nul avec une
forte multiplicité sur la variété étudiée, de degré et hauteur controlés. Nous en déduirons,



Minoration de la hauteur normalisée dans un tore 11

par un procédé dit « d’extrapolation », que ce polynéme auxiliaire est en fait nul (mais
pas nécessairement avec une forte multiplicité) sur de trés nombreux translatés de la
variété de départ. C’est lors de ces deux étapes que nous aurons besoin de supposer
(par absurde) que la variété V admet un minimum essentiel treés faible. L’hypothese
demandant que V' n’est contenue dans aucun translaté de sous-groupes propres de G,
n’intervient pour sa part que dans la derniere partie de 'argument, ot le lemme de zéros
est mis en ceuvre.

2.1. Construction de la fonction auxiliaire

Nous avons démontré dans [Am-Da2, Théoreme 4.1], une généralisation d’un lemme
classique de Thue-Siegel, qui permet de construire directement des polynémes nuls (avec
multiplicité) sur une sous-variété V' (et non plus sur un ensemble de points) de G, C P,,,
définie sur Q et Q-irréductible, ayant une hauteur de Weil «proche» de la hauteur
normalisée de V. Dans ce paragraphe, nous montrerons une version «absolue» de ce
théoreme, qui permet de traiter le cas des variétés définies sur Q. La preuve de cet
énoncé est tres proche de celle du Théoreme 4.1 de loc. cit. ; on remplacera cependant la
version de Bombieri—Vaaler du lemme de Siegel par sa version «absolue » due a Roy et
& Thunder (voir [Ro-Th, Theorem 2.2]), énoncé dont on peut obtenir une version plus
précise (confer le texte du second auteur et Philippon [Da—Ph2]) 4 I'aide du théoréme
plus général de Zhang sur les minimums successifs d’une variété algébrique (confer [Zha3,
Théoréme 1.10]). Nous commencerons par rappeler précisément cet énoncé, qui est le
point de départ de 'argument.

Soit S C QN*! un Q-espace vectoriel de dimension d. On définit la hauteur Ly de S
comme le fait Schmidt (voir [Schl, ch. 1, §. 8]) par la formule* :

[]Fv : Qv]

hr,(S)= ————log|lx1 A Axallw,

-2 v
ol xi,...,xq est une base de S sur un corps de nombre F quelconque sur lequel S est
rationnel, et || - ||, est la norme du sup si v t co et la norme euclidienne sinon. Soit

x € QNT!: on notera également hy,(x) = hr,((z)).
Enongons maintenant le lemme de Siegel absolu que nous utiliserons.

Lemme 2.1. Soient S un sous-espace vectoriel de QV1+1 de dimension d et ¢ un nombre

réel strictement positif. Il existe alors un point non nul  de S(Q) de hauteur :

hr,(S 1
hp,(x) < hia(S) + —logd +e.
d 2
Démonstration. Voir [Da—Ph2, Lemme 4.7] ainsi que la remarque qui le suit
immédiatement. ]
Si Q est un idéal homogene de Q[ Xy, ..., X,,] et L est un entier > 1, nous noterons [Q] 1,

Pensemble des éléments homogenes de degré L appartenant & £ (auquel on ajoute 0).

* On dit aussi « hauteur de Schmidt de S ».
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On notera aussi
L+n

n

H(Q:L) = ( ) — dimg [},

la valeur en L de la fonction de Hilbert géométrique de Q.

Si B est 'idéal premier, homogene d’une sous-variété propre V de P, et T est un
entier > 1, nous noterons P(7) I'idéal homogene (primaire) engendré par les polynomes
nuls & un ordre au moins 7" sur V. Pour tout n-uplet A notons dy, P'opérateur différentiel

1/ 9 \" 2 \"
8}\ = M(%) O---0 <8:L.n> . (2'1)

Si V ¢ {20 = 0}, I'idéal PT) est alors engendré par les polynomes P tels que 9, P € B
pour tout t = (t1,...,t,) € N™ tel que |t| :=t; + -+ + ¢, vaut au plus T — 1.

Ces notations précisées, nous pouvons énoncer et démontrer le « lemme de Thue—Siegel
absolu » dont nous avons besoin.

Théoréme 2.2. Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de G?, C P,,, notons
B son idéal (homogeéne, premier) de définition dans anneau Q[xo, ..., x,]. Soient L et
T deux entiers strictement positifs tels que

HPD: L) < (L * ”)

n
Pour tout nombre réel ¢’ > 0, il existe alors un élément non nul F de [PB™)], tel que :

H(PD; L)
(") — H(PBD; L)

hr,(F) < ((T +n)log(L 4+ 1) + L(A*(V) + &) + %log (L:n))

ou, par définition, la hauteur d’un polynéme est la hauteur de la famille de ses coefficients.

7, €SS

Démonstration. Fixons un nombre réel ¢’ > 0, notons 6 := [
pour D € N*, ’ensemble fini :

(V) + &’ et considérons

Ap = {a € V(Q), tels que h(a) <0 et [Q(e) : Q] < D}.

Par définition, on a A; C A; pour tout couple d’entiers (7,5) tels que 1 < i < j.
Considérons maintenant le Q-espace vectoriel de dimension finie Sp engendré par les
polynémes F appartenant & Q[xo, ..., x,|r nuls sur Ap & un ordre > T. On dispose des
inclusions
$128,2--28p 2 2 [PD,

et par suite, il existe Dy € N tel que Sp = Sp, pour D > Dy. Pour alléger, nous notons
a partir de maintenant S = Sp, et A = Ap,. Les polynémes de S sont alors nuls & un
ordre > T sur la réunion des Ap et donc sur V, car cette réunion est Zariski-dense dans
V', par définition du minimum essentiel. On en déduit que :

S = [F]e.
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Puisque V' C G?,, cette variété n’est pas contenue dans {zg = 0}, et Pon peut sans

m>

perte de généralité travailler sur la carte affine sous-jacente. C’est ce que nous ferons
dans la suite.
Pour av € A et A € N, |A| < T, notons

B\ Sy (B T (W
v = (R)e e <@ () -1

[n|<L

Les Ya.x sont donc des générateurs du Q-espace vectoriel St (dont la dimension est
exactement H(PT); L)) et leur hauteur Ly est majorée par

(L = A)h(a) + ;log( 3 (‘;)) < (T -+ n)log(L+1) + L6,

[|<L
comme on peut le voir facilement en utilisant 'inégalité
2\1/2 n L n
I © Hi L+1 T+n
< < = <(L+1 2.2
(2 () <X ()< () -I( L) wvn e
|| <L || <L i=1pi=1 i=1
aux places infinies. On en déduit (voir [Schl, ch. 1, §8]) :
hi,(S) = hr, (ST) < dim(SH) maxhy, (Ya,x) < HPD; L)((T +n) log(L + 1) + L6).
Appliquons le Lemme 2.1, avec
L+n
1 ( n )

n

ce dernier nous montre alors qu'il existe un élément non nul F € [B7)]; de hauteur :

H(B™); L)
hL2 (F) < W

Mais, dim(S) = (*1") — H(PT); L), et

L
1 log(dim(S)) + & = 1 log ( :L—n)

((T +n)log(L + 1) + L6) + 3 log(dim(S)) +e.

Ces relations, jointes a 'inégalité ci-dessus donnent bien le Théoreme 2.2 qui est donc
entierement démontré. |

Pour tirer profit de cet énoncé, il nous faudra controler la valeur de H(P7); L). Pour
ce faire, il est utile d’introduire la quantité suivante.

Définition 2.3. Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de P,, et soit T un réel
strictement positif. On note

w(T;V) = inf{(T deg(2)) /@)y,

ou linfimum (qui est un minimum) est pris sur 'ensemble des sous-variétés propres et
Q-irréductible de G}, contenant V. On appelera l'invariant w(T; V') l'indice d’obstruction
de poids T de V.
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Rappelons* que Waldschmidt a introduit dans un cadre similaire (confer [Wal]) la
quantité w(V) (que nous avons appelé lindice d’obstruction de V') qui désigne le plus
petit degré d’une hypersurface contenant V' (c’est-a-~dire la premiere valeur entiére pour
laquelle la fonction de Hilbert géométrique de V' est non triviale).

Le lemme suivant rassemble des propriétés élémentaires concernant les indices d’obs-
tructions qui nous seront utiles dans la suite.

Lemme 2.4. Soient S, T deux réels strictement positifs, avec S < T. On a alors :
w(S; V) <w(T3V) < (T/S)w(S; V).
En particulier, la fonction x — w(x; V') est croissante. Par ailleurs,
n 7Y cdim(V) (VY < w(T; V) < Tw(V).
En particulier, n " 'w(V) < w(1; V) < w(V).

Démonstration. Choisissons tout d’abord une sous-variété propre et géométriquement
irréductible Z de P,, contenant V', telle que

W(T:V) = (T deg(2)) /(7).

et de méme, une sous-variété Z’ telle que w(S; V) = (S deg(Z'))/ccdm(Z’) Montrons la
premiere relation : I'inégalité de gauche est évidente puisque

w(S; V) < (S deg(Z))l/codim(Z) < (Tdeg(Z))l/codim(Z) :
par ailleurs, on a :

w(T; V) < (Tdeg(Z/))l/codim(Z')
_ (T/S)l/codim(Z’)(Sdeg(Z/))l/codim(Z’)
< (T/5)w(S;V),

ce qui montre la majoration de w(T'; V).

Passons maintenant & la preuve de la deuxiéme relation. La majoration de w(T; V) est
évidente ; pour montrer la minoration, rappelons qu’un résultat de Chardin (voir [Cha,
Corollaire 2, ch. 1, p. 8 et Exemple 1, p. 9]) nous assure l’existence d’une hypersurface
Zy de P, contenant Z (et donc V), dont le degré est majoré par ndeg(Z)/cdim(2) On
en déduit :

Tl/codim(Z)
>

W(T;V) = (T deg(2))"/ctim(®) > deg(Zo) = n~' T/ ™My (V).

Le Lemme 2.4 est donc entierement établi. O

* Confer Définition 1.1.



Minoration de la hauteur normalisée dans un tore 15

La quantité w(T; V) permet de majorer la valeur de la fonction de Hilbert H((™); L)
et donc de I'exposant de Dirichlet

H(BD; L)
(") = H(PD; L)

n

qui intervient dans le Théoreme 2.2.
Pour ce faire, commengons par montrer le lemme suivant.

Lemme 2.5. Soient V', Z deux sous-variétés propres et géométriquement irréducibles
de G",, avec V C Z. Notons B I'idéal de définition de V dans I’anneau Q[xy, ..., ,].

m?’
Alors, pour toute paire d’entiers strictement positifs L et T', on a :

HPD;L) < (T = 1+ codim(Z >> <L +dim(Z)

codim(Z) dim(2) ) deg(2).

Démonstration. Notons £ l'idéal de définition de Z dans I'anneau des polynomes

Q[zo,. .., x,] et remarquons que

HPD, L) < HQT; L) et H(QL)< (L :;2(12()Z)> deg(2)

(la premiére inégalité est évidente, tandis que la deuxiéme est montrée dans [Cha, ch. 1,
p. 5]). Pour conclure la démonstration il suffit donc de démontrer que I'inégalité ci-dessous

est vraie :
T — 1+ codim(Z)

(T).
HE@QSL) < ( codim(Z)

)H(Q;L). (2.3)
Pour ce faire, notons d’abord k la codimension de Z ; quitte a renuméroter les indices,

on peut supposer que les opérateurs 9/0x1,...,0/0xy se projettent sur une base de

I’espace cotangent™ a Z en tous points & parcourant un ouvert de Zariski U de Z.
Nous allons montrer par récurrence sur 7' > 0 que :

MWFeQ YAEN telque AT = FeQT+ (2.4)

ol I'on convient que Ay désigne cette fois (1/A)d o --- o 82‘"‘ (i.e. on convient que 'on
plonge naturellement N* dans N™, en complétant les k-uplets par des zéros). Pour T' = 0,
cela résulte de la définition des puissances symboliques puisqu’alors Q = Q).

Supposons donc cette propriété établie jusqu’a T'—1 pour un certain 7' > 1 et montrons
qu’elle est vraie pour T'. Pour ce faire, il suffit de démontrer que si F' est un polynéme
tel que Ox(F) € Q pour tout k-uplet de longueur au plus T, alors pour tout n-uplet p
de longueur au plus 7', on a également J,,(F) € Q, c’est-a-dire :

ONF)€Q YAENF telque AT
= Ou(F)ef VpeN' telque |p|<T.

* Puisque Z est inclus dans G}, on peut travailler sur la carte affine zg # 0.
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Nous allons faire une nouvelle récurrence. Si g est un n-uplet d’entiers positifs, nous
noterons

[l = g+ A e
Avec cette notation, il suffit de démontrer que pour tout entier I > 0, 'implication
suivante est vraie :
A< T,
ONF)e YAeN" tel que
(F) N
= Ou(F)eQ VYVpeN" tel que {

En effet, par notre hypothese de récurrence, dans le cas [ = 0, le membre de gauche de
I’implication ci-dessus est automatiquement vérifié.

Soit donc F un élément de Q[zo,...,z,] pour lequel 'assertion de gauche de
I'implication ci-dessus soit vraie; soit de plus [ > 0 un entier et g € N™ un multi-indice
tel que |p| < T et |p) =1+ 1.

Quitte a renuméroter les indices, on peut supposer que p!d, est de la forme
A9 /0x, 00, ot |A] < T —1 et |A" = I. De plus, pour tout point & € U, puisque
les 8/0x1,...,0/0xy se projettent sur une base de I'espace cotangent & Z en @, on peut
écrire 0/0x, = 04 + 0., Ol 05 est une combinaison linéaire des 9/dx1,...,0/dzy et o,
est dans I'espace tangent de Z en x.

Par hypothese de récurrence, 04 0 Ox(F) € Q puisque d’une part la longueur de
Vopérateur différentiel 5 0 dx est égale a |u| < T et d’autre part la «longueur

résiduelle » est |A|" = I. De plus, par définition de l’espace tangent, 0., o Ix(F) est
nul en x puisque 9x(F) € Q par hypothese de récurrence. On en déduit donc que
Ou(F) = (A/pu!) (05 + 0L,) 0 Ox(F') est nul en x. Puisque ceci est vrai pour tout & dans U,
on en déduit que 0, (F) est nul sur ’'adhérence de Zariski de U, & savoir sur Z tout entier.
En particulier, 0,,(F) est un élément de Q. Nous avons donc démontré par récurrence la
relation (2.4).

Il est maintenant facile de majorer la fonction de Hilbert géométrique de Q™). 11
suffit de remarquer que la relation (2.4) donne une majoration du nombre de conditions
linéaires & écrire pour assurer que I'on se trouve dans Q7). On obtient donc :

T-1 .
k-1 W (T—-1+k
H(D(T);LKJZ_:O( i a@r-p < (T e,

ce qui montre bien la relation (2.3); le Lemme 2.5 en découle. O

On peut maintenant majorer ’exposant de Dirichlet du systeme linéaire étudié.

Proposition 2.6. Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de P,, et notons
son idéal de définition dans I’anneau Q[z, ..., x,]. Soient L et T deux entiers strictement
positifs tels que

L+12>nTw(T;V).
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On a alors :
HEPTL) 1

(B —H(pO;L) T -1

Démonstration. Choisissons une sous-variété propre et Q-irréductible Z de P,, qui
contient V, telle que w(T; V) = (T deg(Z))'/<°4m(2) Notons k' la codimension de Z ; le
Lemme 2.5 donne la majoration :
HPBD:L) (T+k —-1\[/L+n—k\[(L+n\"
——— < deg(Z
(Lj;n) k! n—k' n eg( )
nn—1)...(n—k +1) (T+k¥-1)---T

B il X(L+n)...(L+nfk’+1)deg(Z)'

En utilisant les inégalités T+ j < (j + 1)T (ot j décrit 0,..., k" — 1) on obtient :

H(PD, L) nT \ 1 (aTw(T; V)Y 1
(TF) §<L+1> deg(2) <L+1) S

T
(car L+ 1> nTw(T;V)), et donc :

HPT:L) 1
("3") —HPO:;L) " T -1

ST

La Proposition 2.6 est donc établie. ]

Nous pouvons maintenant simplifier I’énoncé du Théoreme 2.2.

Corollaire 2.7. Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de G, soit T un
entier > 6 et notons L = [nTw(T;V')]. Supposons que

log(L +1)

ﬂeSS(V)< w(T;V) )

11 existe alors un polynéme non nul F € Q[x1,...,,)], de degré majoré par L, nul & un
ordre > T sur V, et tel que* :
h(F) < 4nlog(L +1).

Démonstration. La Proposition 2.6, le choix de L et I'inégalité T > 6 donnent la
majoration :

HBD: L) 1 6
’ < < o
(5~ Hop:L) S T—1 557

Il suffit maintenant d’appliquer le Théoreme 2.2. Ce théoreme nous assure que pour tout

nombre réel £ > 0, il existe un polynéme non nul F € Q[xy,...,,], de degré majoré
par L, nul & un ordre > T sur V, et tel que :
6 i
W(E) < hiy (F) < g (T + n) log(L +1) + L(A™(V) + ")) + inlog(L + 1).

* Rappelons que si F est un polynome non nul & coefficients dans @, on note h(F) la hauteur de Weil
du point projectif défini par ses coefficients.
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Par définition de L, par hypotheése sur le minimum essentiel de V' et par 'inégalité T > 2,
on en déduit :

h(F) < 5% ((T + ) log(L + 1) + nTw(T: V) (

log(L +1)

w(T; V) + 5)) + inlog(L +1)

6 6 6 1 6
< (5 + 5—; + 5" + 2n> log(L +1) + 5nw(T; V)e'

EN|

6
< §nlog(L +1)+ 5nw(T; V)e
< 4nlog(L + 1),

sitot que € est assez petit. Le Corollaire 2.7 est donc entierement établi. O

2.2. Extrapolation

Passons maintenant a ’étape dite de l'extrapolation. C’est a ce stade qu’il s’agit
d’exploiter une propriété métrique convenable. Dans la méthode introduite par Dobro-
wolski dans le cadre du probleme de Lehmer, on exploite le fait que o et « sont proches
v-adiquement pour toute place v au-dessus d’un nombre premier p dans un corps de
nombres contenant « (car le morphisme de Frobenius se reléve en caractéristique 0 en
l’endomorphisme multiplication par p dans G,;,). Cette méthode a 'inconvénient de faire
intervenir de maniere cruciale le corps de définition de V', ce que nous ne souhaitons pas
(car il s’agit ici d’obtenir une minoration géométrique de la hauteur normalisée) ; aussi
nous la remplacerons par le fait que la translation par un point de p-torsion est proche
v-adiquement de l'identité pour toute place au-dessus de p dans un corps de nombres
convenable (ce qui se déduit des propriétés galoisiennes des points d’ordre fini). Cette
propriété se traduit de maniere tres élémentaire grace a I'inégalité suivante, valable pour
tout nombre premier p, pour toute racine p-ieme de I'unité £ et pour toute place v divisant
p d’un corps de nombres quelconque contenant & :

‘6 - 1‘1} < pil/p- (2.5)

Lemme 2.8. Soient L et T deux entiers strictement positifs, N un réel > 3 et V une
sous-variété propre et géométriquement irréductible de G}',. Supposons que :

m*

(i) le minimum essentiel de V' vérifie :

s nlog(L + 1)
= (V) < T;
(ii) il existe un polynéme F € Q[z1,...,z,] non identiquement nul, de degré majoré

par L, nul a un ordre > T sur V et de hauteur :

h(F) < 4nlog(L +1);

(iii) les entiers L, T et N sont liés par I'inégalité :

. log N

=T >1.
8nN log(L + 1)
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Alors, pour tout nombre premier p tel que 3 < p < N et pour tout élément & de ker[p],
le polynéme F' est nul a4 un ordre > T™ sur £.V.

Démonstration. Soit p un nombre premier compris entre 3 et N et soit £ un élément
de ker[p] ; supposons qu'’il existe A € N avec |A| < T* tel que* OxF ne soit pas nul sur
£.V. Soit enfin € un nombre réel > 0. Il existe alors (par définition du minimum essentiel)

un élément o € V(Q) tel que h(a) < a°5(V) + € et vérifiant IxF(€.a) # 0. Soit v une
place de Q; on déduit de I'inégalité (voir la relation (2.2))

> (5) e
|n|<L

pour les places archimédiennes et de I'inégalité ultramétrique pour les places finies, les
inégalités :

|F|, max{1, |1y, ..., |on|s si v oo,
(L4 1T 47| Fl, max{1, |a1]v, - - -, |an]o}F siv]oo

[OA(F(§.2))]w < {

(rappelons que |F|, désigne le maximum des coefficients de F' pour la valeur absolue v).
De plus, si v | p, la formule de Taylor et I'inégalité (2.5) nous assurent que :

O (F (&)l <p~ TPl max{L, o, - oo}

On déduit alors de la formule du produit (en faisant tendre € vers 0) et des hypotheses
sur h(F), %%(V) et du fait que T* > 1 :

1 .
0<—(T - T*)% () + (T* +n) log(L + 1) + Li*>(V)

1
< _T% +T* 4+ 4nlog(L + 1) + (T* + n)log(L + 1) + nlog(L + 1)

log N
<-T O;gv + 8T*nlog(L + 1).
Donc :
N log N
8nNlog(L+1) "
Cette contradiction établit le Lemme 2.8. O

En itérant le Lemme 2.8 & partir du Corollaire 2.7, on en déduit I’énoncé qui suit, qui
résume la partie « analytique » de ’argument.

Corollaire 2.9. Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de G",, soit ¢ un entier
strictement positif et soient enfin N1, ..., Ny, des nombres réels > 3. Soient de plus u et

* Se reporter & la formule (2.1) pour la définition de 9.
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U deux nombres réels tels que 3 < v < U, u < min{Ny,..., Ny} et A un nombre réel.
On suppose :

(i) les nombres u,U, A et les N; sont liés par les relations :

nAX(Ny ... N)?w(V)<U et A> w

b

(ii) le minimum essentiel de la variété V vérifie :

oy AL,

11 existe alors un polynéme non nul F € Q[xy, ..., ,], de degré majoré par
nA*Ny ... Ny; w(A°Ny .. Ny V),

s’annulant sur

U U - U & ..&v

Plyeees Pe €1 Eker[p1] & Eker[py]

ol la réunion porte sur tous les nombres premiers p1,...,ps tels que 3 < p; < N;.

Démonstration. Remarquons que A > 8 et notons
To:=A'Ny...Ny>8 et L:=[nTow(Tp; V)]
On a donc : nTZw(V) < U (c’est 'hypothese (i) et
w(V)a™(V) < Tp 2 log(w(V) +n)
(c’est 'hypothese (ii)). On en déduit, en tenant compte du Lemme 2.4 :
w(V) < L <nTow(Ty; V) < nTEw(V) < U,
et par suite, on a :

Li=(V)

INCINCIN N

log(L +1). (2.6)

A fortiori, ’hypothese du Corollaire 2.7 est satisfaite. Nous pouvons donc appliquer ce
dernier, qui nous fournit alors un polynéme non nul F' € Q[z1,...,x,], de degré majoré
par L, nul & un ordre > Ty sur V, et tel que

h(F) < 4nlog(L + 1). (2.7)
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Notons maintenant 7, = A*”"N,,1... Ny pourr = 1,...,¢ et montrons par récurrence
que pour tout r € {0, ..., £}, pour tous premiers p,...,p, tels que 3 < p; < N; et pour
tous &1,...,&. tels que & € ker[p;], le polyndme F' est nul sur &;...£,..V avec une

multiplicité > T, (pour r = 0, on conviendra que cette condition signifie que F' est nul
sur V & un ordre > Tp).

Par construction de F, cette propriété est donc vraie pour r = 0. Soient donc
re{l,...,¢}, p1,...,pr des nombres premiers tels que 3 < p; < N; et &,...,&,
avec &; € ker[p;]. On suppose par récurrence que F est nul sur &;...&,._1.V avec une
multiplicité > T,._1, et I'on se propose d’appliquer le Lemme 2.8 4 &1 ...&,-1.V et F' (en
faisant bien entendu T'=T,._1 et N = N,.).

Les deux contraintes (i) et (ii) sur ®%(&;...&,—1.V) et h(F) du Lemme 2.8 sont
satisfaites grace aux relations (2.6) et (2.7) ci-dessus (en effet, la hauteur normalisée
est invariante par translation par des points de torsion, et donc i°%(&;...&.—1.V) =
[55(V)). Par ailleurs,

log N, S logu

> 2 A_lN_l
8nN,log(L+1) = 8nN,log(U + 1) r

car N, > uet L <U. Donc :

. log N,

=——©°"" 7 >ATINTIACTHIN. N, =T, > 1.
8nN, log(L+1)" """ v ¢

La derniere hypothese (iii) du Lemme 2.8 est donc également satisfaite. Ce dernier nous
assure alors que le polynome F' est nul sur &; ---&,..V avec une multiplicité > T,.. Par
récurrence on a en particulier démontré que F' est nul sur

U U - U &a..&v

P1s---,Pe €1 €ker[pq] & €ker[py]

avec une multiplicité > T, = 1. Le Corollaire 2.9 est donc entieérement établi. O

3. Intermezzo : le cas d’une courbe plane

Nous consacrons ce paragraphe au cas particulier des courbes planes, et y démontrons
le Théoreme 1.5. Si ce cas sera également couvert dans les paragraphes qui suivent,
consacrés au cas général, il a tout de méme son intérét propre. Tout d’abord, il permet de
faire ressortir les propriétés métriques au cceur de 'approche que nous adoptons ici sans
I’alourdissement inhérent aux complications techniques liées a la mise en ceuvre du lemme
de zéros et de la méthode de descente qui lui est associée. Ensuite, comme le montrent les
lemmes de projection de [Da—Ph2], une minoration de la hauteur normalisée pour les
courbes planes conduit automatiquement a une minoration de la hauteur normalisée dans
le cas général, car le minimum pour la hauteur normalisée est atteint pour ces dernieres.
Nous en profitons également pour fournir une preuve totalement explicite (i.e. avec
constantes numériques), qui permet de donner un ordre de grandeur des constantes
numériques apparaissant naturellement dans ce type d’argument. Toutefois, nous n’avons
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pas cherché a raffiner les lemmes du paragraphe 2 qui précede pour améliorer les valeurs
numériques ci-dessous.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposerons donc que V est une courbe
géométriquement irréductible, plongée dans G2, définie sur Q, et de stabilisateur fini.
Nous noterons D le degré de V, i.e. le degré de I’adhérence de Zariski de V dans le
plongement naturel de G2, dans Py que nous avons privilégié.

On vérifie aisément que dans ces conditions, on a w(V) = D et w(V;T) = TD pour
tout nombre réel T positif ou nul. On choisit £ = 1 dans le Corollaire 2.9 et :

_ 25 log(D +2)?

=N:=2% 2 Y o U:=280D2
“ loglog(D + 2) ¢

Remarquons tout de suite 'inégalité :
N 2 225
qui sera utilisée plusieurs fois. Nous fixons enfin :

A 241log(U + 2)
o logN
Nous allons appliquer le Corollaire 2.9 avec ces valeurs; pour ceci, commencons par
supposer que le minimum essentiel de V' vérifie :
log(D + 2)(log N)?
281og(U + 2)2N2 °

D= (V) < (3.1)

Avec les choix que nous avons effectués, la condition (ii) du Corollaire 2.9 est satisfaite
par définition de u, U, N et A, puisque dans ce cas particulier, nous avons n = 2 et
k = 1. Il ne reste plus qu'a vérifier la premieére contrainte (i) afin de pouvoir utiliser
cet énoncé. La condition sur A est automatiquement vérifiée en vertu de nos choix. On
dispose de plus des inégalités :

log(U +2) = log(2*°D? + 2) < (801log 2 + 2) log(D + 2) < 2°log(D + 2),

N 225 log(D + 2)? 2% Jog(D + 2)?
logN  (log N)loglog(D +2) ~ 25(log2)loglog3

(3.2)

On en déduit :

2 log(U 4 2) ¥

9 og(U +2) N2D g gl2x4+2x642x25 160 (1) | 9Y6]) = 971 Jog(D + 2)°D.
log N

Majorons maintenant log(D +2)% en fonction de D : on vérifie que pour tout nombre réel

x> 1, on alog(z)® < (6/e)%z < 27 ; par ailleurs, D + 2 < 4D. Au total, on en déduit

donc que log(D + 2)¢ < 2°D. En reportant cette inégalité dans I'estimation précédente,

on en tire :
2A2N?D < 219D = .

Ceci nous montre bien que la condition (i) du Corollaire 2.9 est également satisfaite.
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Nous pouvons donc appliquer le Corollaire 2.9 qui nous assure qu’il existe un polynéme
non identiquement nul F' € Q[z,y|, de degré majoré par

2
L:=2A2N?D = 2° <log(U i 2)N) D
log N

s’annulant sur

U U ev

3PN €€ker(p]

Par comparaison des degrés, on en déduit I'inégalié :

deg< U U gv) deg(F) < 29<W>2D. (3.3)

3<p<N E€ker[p]

Soit H le stabilisateur de V' ; rappelons que par hypothese, H est un sous-groupe fini
de G2, de cardinal borné par D? (confer le Lemme 4.3, point (ii) pour la majoration du
cardinal). Lorsque p décrit 'ensemble des nombres premiers ne divisant pas le cardinal
de H et & décrit 'ensemble des points d’ordre exactement p de G2, les courbes €.V sont
donc deux a deux distinctes. Rappelons de plus que le degré d’une sous-variété de G,
est invariant par translation. Par suite,

deg( U U g.V)>deg< U U gv)

3PN E€ker[p] 3;1(2‘]\7 £€€k;r1 p]

) deg(eV)

3<p<N geker[p]
pllH|  €#1

>D > (p*-1).

3<psSN
pilH|

Par ailleurs,

|{p;premier tel que p >3 et p | |H|} < < 2log(D + 2).

De plus, en utilisant le théoréme de Chebichev (voir [Ro-Sc, Corollary 1]) on dispose
de* :

Y 0P =) =GN = D) —(3N))

3<p<N
N iN
>1N2—1< —1,26><2>
(3 ) log N (% )

N3
2 o,
czlogN

* Le nombre de nombres premiers < N est noté w(N) suivant 'usage.
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ot 'on peut prendre (rappelons que N > 229)
1 1 log N 1 1 25 1
(- =) (1-063x =2 V> (- )(1-063x 2 ) > —.
“ <4 N2> ( 0o 1og(§N)> (4 250> ( % 24) 12

Au total,

Z (p?—1) = Z (p? — 1) — N?|{p; premier tel que p | |H|}|

3<p<N 3<p<N
pHlH|
1 N3
> — —2N?log(D + 2).
12 X log N 0g(D +2)

Notons enfin que pour notre choix de N on a :

291log 2
loglog 3

log N < log(2?° log(D + 2)?) < ( + 2) loglog(D + 2) < 2% loglog(D + 2)

(utiliser deux fois I'inégalité (loglog3)~! < 2%) et donc :

2log(D + 2)log N " N3

2N?log(D +2) =
0g(D +2) N log N
21+8=25(Jog log(D + 2))? N3
log(D + 2) log N
9—16 /3
<

log N

(utiliser I'inégalité (logx)? < x valable pour > 1). Par suite, les inégalités ci-dessus
nous assurent que :

5 1 160 N3 274N3
d . =>D 1) =2(5—27 D> D.
w(U U ev)>0 ¥ 6o o2t 28
3<p<N gcker[p] 3<psSN
pflH|

En reportant cette minoration dans la relation de comparaison des degrés (3.3), on en
déduit I'estimation :

log N ~ logN "’

ce qui se traduit apres simplification par :

59 <10g(U +2)N )2 _27'N®

23 log(U +2)® > Nlog N.
Mais, par définition de N, on a (en remarquant que N > log(D + 2))

log N

> 2% ]og(D +2)%
loglog(D+2)> og(D +2)

Nlog N = 2% log(D + 2)?

Par ailleurs, nous avons montré en (3.2) que

log(U + 2)* < 2'%log(D + 2)2.



Minoration de la hauteur normalisée dans un tore 25

Les trois inégalités ci-dessus sont contradictoires. L’hypothese (3.1) est donc également
fausse; on obtient alors (en tenant & nouveau compte des inégalités obtenues en (3.2) et
de la minoration log N > loglog(D + 2)) :

log(D + 2)(log N)?
28log(U +2)2N?2
o log(D + 2)loglog(D + 2)?
7 28+2x6+2x25 og( D + 2)2(log(D + 2)2/loglog(D + 2))2
_ 910 loglog(D + 2)4
log(D + 2)°

D/:LESS(V) 2

Le Théoreme 1.5 est donc entierement établi.

4. Lemme de zéros

Les lemmes de zéros classiques, dont les formulations les plus abouties se trouvent dans les
travaux de Philippon (voir [Phil, Théoreéme 2.1] et, pour les versions les plus générales
[Phi2, Théorémes 1 ou 2]) ne sont pas suffisants pour conclure (alors que c’est tres
souvent le cas en géométrie diophantienne) dans ce travail. Nous avons donc été amenés
a généraliser les résultats de [Phi2] afin de pouvoir terminer la preuve du Théoréme 1.4.
Grosso modo, Philippon majore le degré d’une « sous-variété obstructrice », a partir d’un
polynodme s’annulant sur V+ Py + - - - + Py, ou V est une sous-variété donnée d’un groupe
algébrique commutatif, et les P; décrivent des ensembles de points X1, ..., X donnés.
Nous tirons parti des stabilisateurs des sous-variétés obstructrices pour obtenir de bien
meilleures inégalités lorsque les X; sont par exemple des réunions de sous-groupes. Cette
généralisation du résultat [Phi2] fait 'objet d’un article distinct en préparation (voir
[Am-Dad]). Pour la commodité du lecteur, nous énongons (et démontrons) ci-dessous
une version simplifiée de ce lemme, adaptée au cas particulier (groupe multiplicatif, pas
de multiplicités, etc.) que nous avons a traiter. Le Théoreme 4.2 n’entraine donc pas le
Théoréme 1 de [Phi2].

Introduisons tout d’abord la terminologie suivante : soient Z; et Zs deux sous-
ensembles algébriques du groupe G}, on appelle trace de Z; relativement a Z notée
tr(Z1, Z2), la réunion des composantes isolées de Z; contenant au moins une composante
isolée de Zs5. Nous rassemblons dans le lemme suivant des propriétés élémentaires de la
trace qui nous seront utiles plus avant.

Lemme 4.1. Soient Z; et Zs deux sous-ensembles algébriques de G},. On a alors :
(i) si Zy C Zy, alors tr(Zy, Z2) # 0 et codim(tr(Z1, Z3)) < codim(Zs) ;

(ii) si Z§ est un sous-ensemble algébrique de GI', contenant Zy, alors tr(Zy,Zs) C
tI‘(ZL ZQ) ’

(iii) si Z} est un sous-ensemble algébrique de G, contenant Zy et si les composantes
isolées de Z} et de Zy ont toutes la méme dimension, alors tr(Zy, Zs) C tr(Z1, Z%) ;

(iv) si X est un sous-ensemble fini de G, alors X.tv(Z1, Zs) C tr(X.Z1, X.Z).
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Démonstration. Laissée au lecteur. O

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme de zéros dont nous avons besoin.

Theorem 4.2. Soient V une sous-variété de G}},, géométriquement irréductible, de
codimension k, et Xy,..., %) des sous-ensembles finis de G" (Q). Soit de plus F' un
polynéme homogéne € Q[xy, ..., x,] non identiquement nul, de degré < L, s’annulant
sur Xy ...X.V. Supposons de plus que les X soient tous des réunions de sous-groupes
de G}, i.e. que

El:Hl,IU"'UHl,sl Vle{l,,k}

Alors :

7

(i) il existe un entier r tel que 1 < 1 <

k
il existe un entier k' tel quer < k' < k;

(i)
(iii) il existe des indices ji,...,jr—1 avec 1 < jy < s pourl=1,...,7r —1;
(iv) il existe des sous-variétés algébriques Z; (j = 1,...,s,) de G, propres et Q-

irréductibles, contenant au moins une composante isolée de
Hyj, .. Ho1j, 2. . 2V,

toutes de codimension k' et telles que :

deg( U - U U U gl.,.grl.g.2j><Lk/. (4.1)

C1€H 5, Cr—1€Hr_1,5,_, J=1€€H, ;

Démonstration. L’idée générale est classique : il s’agit de construire une suite d’en-
sembles algébriques emboités (au sens de U'inclusion) de telle sorte que deux d’entre eux
au moins aient méme dimension, et de comparer les degrés au cran ou il y a égalité des
dimensions. Le fait que nous souhaitons conserver la trace des stabilisateurs H; ; induit
toutefois une complication supplémentaire, et nous allons adopter une construction par
récurrence, moins naturelle que celle de [Phi2].

Commencons par poser so = 1, ainsi que Hy 1 = {1}. Soit [ un entier compris entre 0
et k et jo, ..., une suite d’entiers admissibles (i.e. tels que 1 < j, < s, pour tout entier
r compris entre 0 et [). On définit alors des ensembles algébriques X et Yo . .
par :

05--3J1

Xijo,oi = 2((F(&x), &€ Hoyy - Hijy - Hij)),
Yig,odr = 0 Xy, g Hogo - Higy » Zigr . X - V).

Nous allons commencer par établir que les propriétés suivantes sont vraies pour toute
suite admissible jg,..., 7 :

(P-i) Yio,..qi #0;
(P-ii) codim(Yj,) < --- < codim(Yj,,. ;) < k;

(P-iii) le groupe Hy j, - .. H; j;, stabilise Y, ;.
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Par hypothese, on sait que F est nul sur Xy...X; - V, et par suite, puisque
Hy 4 ... Hp; C Xy ... %, par définition des ensembles X, ., on a:

D1 2 VC X
Donc, par définition de la trace,
tr(Xj07"-7jl’ 241 X V) 7& 0.

De plus, comme
Hojo--Hyj 2. X - VOl M-V

(et puisque la codimension des composantes de ces ensembles algébriques est égale a k),
la propriété (iii) du Lemme 4.1 nous assure que Yj, ... ;, est non vide, et la propriété (i) du
méme lemme nous assure que codim(Yj, . ;) < k. Ceci montre l'assertion (P-i) et une
partie de l’assertion (P-ii). Pour montrer la derniére partie de cette assertion, il suffit de
DY,
ona: X, iy 2 Xjo,..j- Les propriétés (ii) et (iii) du Lemme 4.1 jointes & 'inclusion

montrer que si/ > 1, alors on a Y}, .ji- Supposons donc ! > 1; par définition

s Jl—1
évidente H; ;, C X montrent bien que Yj, . 4 , 2 Yj, .. j ; dou (P-ii).

Montrons maintenant la propriété (P-iii). Ce point résulte de la définition de I’ensemble
X;
est un groupe, Xj, .. est stabilisé par ce dernier. De méme, on a :

o,....j; ; en effet, par construction de cet ensemble algébrique, et puisque Hy j, - - - Hy 5

Hojo - Hyjo-Hojo- - Hyjy - Siin . XV =Hojo . . Hy ;. Sip1.. Sk - V.
Dong, le point (iv) du Lemme 4.1 nous assure que :
Hojo -+ Hijy- Yoo Ctr(Xo i Hogo -+ Hij- Zigr - Xy - V) = Yo s

et le point (P-iii) suit.
Nous allons maintenant montrer par récurrence sur [ € {0,...,k} assertion : ot bien
il existe deux entiers v et k' avec 1 < r <1 et r < k' < k, tels que les assertions (iii)
et (iv) du Théoreme 4.2 soient satisfaites, ot bien il existe une suite admissible jo, ..., Ji
telle que :
Yjo,..n 70 et codim(Yj,)) < --- < codim(Yj, . ;) < k. (4.2)

L’assertion (4.2) étant clairement fausse pour | = k, le Théoréme 4.2 en découlera.

On commence par poser (on n’a pas le choix!) jo = 1; alors trivialement Y, # 0 et
codim(Yj,) < k (ce sont les propriétés (P-i) et (P-ii)). Supposons maintenant que pour
un certain [ compris entre 0 et k — 1 ’hypothese de récurrence soit satisfaite. S’il existe
deux entiers 7 et k' avec 1 < r <l et r < k' < k, tels que les assertions (iii) et (iv)
du Théoreme 4.2 sont satisfaites, alors I'’hypothése de récurrence est aussi satisfaite
au cran suivant (et ce, pour tout choix de j;11). Supposons donc qu’il existe une
suite admissible jo,...,5; qui satisfait (4.2). S’il existe un entier jj41 € {1,...,8141}
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. . , R . N
tel que codim(Yj,, ... j ji,) > codim(Yj, . j ), I'hypothese de récurrence est a nouveau
satisfaite au cran suivant. Nous pouvons ainsi également supposer que pour tout entier

je{l,...;s141},ona:

COdim(Y}oy---Jz,j) = COdim()/jUr“vjl)'

Notons k' cette codimension commune ; on a k' > [ 4+ 1 par I’assertion (4.2). Choisissons
également r = [ + 1. Cela nous fixe ces entiers, qui vérifient bien évidemment les
propriétés (i) et (ii) du Théoreme 4.2. Les entiers jq, ..., j; sont imposés par ’hypotheése
de récurrence, et vérifient par définition le point (iii) du Théoréme 4.2.

Pour tout entier j compris entre 1 et 5,1, il existe une composante Z; de codimension
k' commune 3 Yio....55 e a Y 4. Un choix quelconque d'une telle variété pour
chaque indice j nous donne les variétés dont 'existence est assurée dans le point (iv)
du Théoreme 4.2. De plus, par définition de Yj, .. j, j, hous savons que Z; contient une
composante isolée de Hy j;, ... Hjj, - 241 ... X% - V. Il ne reste donc plus, pour montrer
lassertion (iv) du Théoréme 4.2 qu’a démontrer I'inégalité (4.1).

Remarquons pour ce faire que puisque le groupe Hy j, ... H; j,.Hy1 ; stabilise Yy, ., ;
(par la propriété (P-iii)), on a :

Ho,jo - Hijy Hiv1,5-25 © Yo, g1 © Yo,

VIORTEREW i

On en déduit donc :

( U - U Uy gl...gl.g.zj>glfjl,‘..,jl.

C1€H 5, Ci—1€H, 5, j=1 €EH 41,

D’ou l'inégalité (puisque toutes ces variétés sont des composantes isolées de Y, ;) :

C1€H j; C—1€H,;, j=1£€H 41,5

Par ailleurs, la variété Yj, . ;, est incompletement définie par des polynomes de degré au
plus L et donc :
deg(on,A--Jz) < L

(voir [Phil, Proposition 3.3]). Ceci démontre donc I'inégalité (4.1); la propriété (iv) du
Théoreme 4.2 est donc aussi satisfaite.

Notre hypothese de récurrence est donc vraie au cran [ + 1. Ceci acheve I'induction, et
le Théoreme 4.2 est maintenant entierement établi. ]

Si W est une sous-variété propre et géométriquement irréductible de G}}, on notera
Stab(W) le stabilisateur de W, i.e. I’ensemble :

Stab(W) = {z € G,a.W =W} = (| y ' W;
yew
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on notera également Stab(W)? la composante neutre de Stab(W), i.e. le plus grand sous-
groupe connexe de Stab(WW). Avant de passer a 'utilisation du lemme de zéros, rappelons
les résultats bien connus suivants concernant les variétés et leurs stabilisateurs qui nous
seront utiles tout au long de la fin de ce paragraphe ainsi que dans le suivant (§5).

Lemme 4.3. Soit W une sous-variété propre et géométriquement irréductible de G},
et soit | € Z. On a alors les propriétés suivantes :

(i) dim(Stab(W)) < dim(W);
(if) deg(Stab(W)) < deg(W)dimW)+1
(iii) deg([l]—lw) — I”codim(W) deg(W);

1| dim (W)
- | ker[l] N Stab(W)|

(iv) deg([[]W) deg(W);

(v) en particulier, si W n’est pas un translaté d’un sous-groupe propre et sil est premier
avec [Stab(W) : Stab(W)°], on a : deg([[JlW) = [ deg(W).
Démonstration. Voir [Hin, Lemme 6] et [Am-Dal, Lemme 2.1]. a

Pour pouvoir exploiter convenablement le lemme de zéros 4.2, il convient d’avoir
des informations sur les variétés Z; qui interviennent. En effet, si de trop nombreuses
variétés intervenant dans la réunion considérée coincident, il est impossible de tirer une
information intéressante. Aussi, une étude combinatoire est indispensable pour éliminer
cette possibilité. On trouvera ci-dessous un corollaire qui résume l'information que I'on
parvient ainsi & tirer du lemme de zéros 4.2.

Corollaire 4.4. Soient :
(i) V une sous-variété de G",, propre et Q-irréductible de codimension k ;
(ii) Py,..., Pk des ensembles de nombres premiers > 3 deux a deux disjoints ;
(iii) L un entier > 10.

Supposons qu’il existe un polynéme homogeéne non identiquement nul F appartenant a

Q[zo, x1, .. .,xy], de degré majoré par L qui s’annule sur la réunion
U U - U & &v
(p1,---pk) EP1 X+ X Py, €1 E€ker[p1] &r Eker[p]

Alors, il existe un entier strictement positif r, avec r < k ainsi que
(iv) d’une part un entier | € Py -Py...Py;

(v) et d’autre part une sous-variété algébrique Z propre et Q-irréductible de G",, de
codimension k' > r contenant un translaté de V par un point de torsion,

tels que 'inégalité suivante soit satisfaite :

1P, |1*" deg([1]Z) < 3n2L* log L.
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Démonstration. Posons pour ¢ compris entre 1 et k,

X = U ker[p].

pEP;

La fonction F vérifie toutes les hypotheses du Théoreme 4.2 avec ces données ; ce dernier
nous fournit donc deux entiers r et &” avec r < k' < k, des nombres premiers p1,...,p._1
avec p; € P; et des sous-variétés algébriques Z, (p € P,) propres et Q-irréductibles de
G, toutes de codimension &’ tels que :

deg< U - U U U & .gr_l.g.z,,)ng/.

€1 €ker[p1] &,_1€ker[p,_1] Pe Pr E€ker|p]

De plus, pour tout p € P,, la variété Z, contient un translaté de V par un point de
torsion. En tenant compte des définitions des images directes et inverses, cette expression
se simplifie en :

deg( (R ) -pr_l-p}Zp) <L¥. (4.3)

pePr

Les entiers r et k' dont I'existence est prétendue dans le Corollaire 4.4 sont ainsi fixés.
Reste a trouver l'entier [ et la variété Z. L’entier | est déja presque imposé : ce sera
P1-..Pr_1Pr, pour un certain p, bien choisi dans P, et la variété Z sera alors la variété
Z,, correspondante. Nous allons maintenant choisir ce premier p,, de maniére a assurer
un minimum de répétitions dans la réunion et par suite a obtenir I'inégalité voulue :
fixons dans P,., un premier p, tel que la quantité

(P1 - pr1.p)* deg([py - .. pr_1.pr1Zp,)

soit minimale, et posons Z = Z,, (pour fixer les idées, disons le plus petit des tels
premiers). Il reste & montrer l'inégalité annoncée.

Pour ce faire, commencgons par noter, pour alléger o = p1...p,_1 et P = P,., de telle
sorte que [ = lgp,. Introduisons maintenant la relation suivante sur P :

p ~ ¢ si et seulement si Jac € ker[lpp], IB € ker[lyq] tels que a.Z, = B.Z,.

Comme la relation ~ est une relation d’équivalence sur P, on a une partition de ce dernier
en classes d’équivalence Cy,...,Cs.

Remarquons tout d’abord que si p et ¢ n’appartiennent pas & la méme classe
d’équivalence pour ~, alors (par définition de ~), [lop] ™ [lop]Z, et [log)~*[log]Z, n’ont
pas des composantes communes, par suite, I'inégalité (4.3) fournie par le lemme de zéros

se résume en :
Zdeg< U lop]l[lop]Zp> < L¥. (4.4)
peC;

N

Il reste a caractériser les dites «répétitions», puis a les estimer pour minorer
correctement les « grandes classes» et les « petites classes» (i.e. les classes ou il y a
trop de répétitions). C’est ce que nous faisons maintenant.
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Soit p € P et Z, la sous-variété de G}, associée. Remarquons que le degré et le
stabilisateur de Z, ne dépendent que de la classe d’équivalence de p : en effet, toutes
les variétés Z, pour q dans cette classe sont des translatées de Z,. Pour chaque indice j
compris entre 1 et s, nous noterons donc S; ce stabilisateur commun.

Fixons maintenant pour chaque j compris entre 1 et s un premier p; de la classe C;.
Par définition de C;, et puisque [y est premier avec tout élément de P, pour tout p € C;
il existe un élément ¢, € ker[p] et un élément n, € kerflop;] tels que :

Cp-Zp =Np-Zp;-

Soient p, q € C;j avec p # q et soient w,, € ker[p] et w, € ker[g]. Dire que [lo] ! [lo]wp.Z,
et [lo] ™ [loJwy.Z, ont au moins une composante commune revient a dire qu’il existe un
élément n, 4 € ker[ly] tels que :

Wp.Lp = Wq.MNp,q-Lgq-
On a alors :

-1 —1y—1

(""’p(;; )‘(wQ'Cq ) 'n/ € SJ’
ou ' =mnpm; ', € ker[lop;]. Remarquons que w,.C;" € ker[p] et que p et Iy sont
premiers entre eux. De méme, wy.C, L € ker[q] et q et Iy sont également premiers entre
eux. La relation de Bachet-Bézout nous assure donc que si p # p;, alors wp.C;I €S;
(puisque p est alors premier a lop;q), et de méme, si g # pj;, alors wq.Cq_1 € S;.
Nous avons démontré que si

wp € ker[p] \ (p.S; et wq € ker[g] \ ¢;.S;,

alors [lo] " lo]wp.Z, et [lo] '{lo]wp.Z, n'ont pas de composantes communes. On en
déduit :

dep( U ol 012, ) = aee (U U ol ol )

pEC; pEC; weker(p]
> deg( U [zo}l[zo]w.zp) (4.5)
pEC; weker[p]\¢p.S;

11 reste maintenant & minorer le terme de droite en fonction du degré de [I]Z. Soit donc
p € C; un nombre premier; en tenant compte du Lemme 4.3, point (iii), on obtient :

deg | |J mw.Zz, | = deg(llop] ' [lop] Z,) = (lop)*" deg([lop] Zp).
weker[p]
neker(lp]

Par ailleurs, en tenant compte de la définition du stabilisateur, ainsi que du Lemme 4.3,
point (iii) & nouveau,

deg U nw.z, | = deg< U n.(Cp.Zp)) =1} deg([lo) Z,).-
we(p.S; mneker[lp]
neker[lo]
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On a donc :

deg( U [10]—1[z0]w.zp)>deg U nwz —deg( U n.w.zp>

weker[p]\¢p.S; weker[p] weCp-S;j
neker(lp] neker(lp]

= (lop)*" deg([lop) Zy) — I deg([lo]Z,)

= (lop)* deg([lop]Z,) (1 - %)_

Notons C le sous-ensemble des p € C; tels que p divise [S; : 80] on en déduit alors que
pour tout p & CJ, on a (en tenant compte du Lemme 4.3, point (iv)) :

deg( U [lo]‘l[lo}w-Zp) > (lop)* deg([zop}zp)(l - |Sj“ker[p]|>

weker[pl\&p S p
> (lop)* deg( [loplZ (1 - )

> 2(lop)*" deg([lop)Zy).

et donc, grace a la relation (4.5) et aux choix de [ (rappelons que | = lop,.) et de Z,

deg( U [lop]_l[lop]zp> > Y Qo) des(lon)Z,))

PEC; pECj\éj
> 2|c;\ ¢ min_((lop)* deg([lop]Z,))

pEC;\C;

> 215\ C;[1 deg([1]2).

Par ailleurs, on a aussi la minoration évidente (confer a nouveau le Lemme 4.3,
point (iii)) :
deg( U [lop}l[lop]Zp> > deg([lop;] " [lop;)Z,,) = 1F deg([1]2).
peC;

On déduit des deux minorations précédentes que :

deg< U [lop]l([lop]zp)> > 2 max{|C; \ G J; 1)1¥ deg([1]2).

pEeC;
Il reste a estimer le nombre de premiers p qui sont susceptibles de diviser le nombre
[S; - SJQ]. Remarquons pour ce faire que

- log([S; = S9])

IC;| < < log deg(S;) < nlogdeg(Z,,) < n*log(L)

log 3

(voir le Lemme 4.3, point (ii), et se rappeler que pour tout p dans P, on dispose
de deg(Z,) < LF par le lemme de zéros 4.2). En tenant compte de linégalité
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max{x — n?y; 1} > x/(2n%y), valable pour tout couple de nombres réels (z,y) tels que
> 0ety > 1, on en déduit (rappelons que L > 10 par hypothese, et donc log(L) > 2) :

i«
2n2log(L)"

Ces remarques étant faites, nous pouvons conclure la preuve du Corollaire 4.4. Les

max{|C; \ C;|;1} >

calculs ci-dessous donnent :

K
deg( U [lop]—1<[zop]z,,>> > 2max{|C; \ G;[;1}1¥ deg([1]Z) > W

peC;

En tenant compte de la relation (4.4), on en déduit :

[P|I* deg([ l |C;|1F" deg(] l . y
A 2900(T) d [l lopl Z < L7,
3n?log(L Z 3n?log(L Z €8 pg o]~ ([lop] Zp)
Cela acheéve la démonstration du Corollaire 4.4. 0O

5. Conclusion

Nous allons maintenant mettre ensemble les résultats des paragraphes qui précedent (§§ 2
et 4), Pextrapolation nous assurant (en supposant le Théoréme 1.4 faux) l'existence d’un
polynéme s’annulant sur des réunions de translatés de V' par des sous-groupes finis et le
lemme de zéros une fois simplifié (voir Corollaire 4.4) nous assurant qu’alors un multiple
convenablement choisi de V' est de petit degré. Ce sera 1’objet du sous-paragraphe 5.1 ci-
dessous. Dans un deuxieme temps, nous exploiterons cette propriété pour construire une
suite de multiples de V' dont le degré sera exceptionnellement petit (sous-paragraphe 5.2) ;
cette derniere construction nous permettra enfin de conclure (au sous-paragraphe 5.3).

5.1. Le choix des parameétres

Dans toute la suite, nous désignerons par Cy un nombre réel strictement positif, ne
dépendant que de n, «suffisamment grand » (en d’autres termes, les inégalités que nous
serons amenés & écrire seront vraies asymptotiquement en Cp). On notera également
1, Ca, ..., des nombres réels strictement positifs (effectivement calculables ; on pourra se
reporter au paragraphe 3 pour un calcul explicite dans un cas particulier) ne dépendant
que de n.

La proposition ci-dessous résume les résultats que nous avons obtenus jusqu’a présent.

Proposition 5.1. Soit V une sous-variété propre et géométriquement irréductible de
G”, de codimension k, soit p un nombre réel tel que p € [1,(9(3k)*+1)*=1] soit de plus
M un entier strictement positif et soit enfin A un nombre réel. Supposons que :

(i) la variété V vérifie :

)k+1

(V)RS (V) < ATHO01
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(ii) le nombre réel A vérifie :

A > max{Cylog(3w(V)),log M}.

Alors, il existe un entier strictement positif [ tel que

(iii) I est premier avec M et majoré par :

k1
;

[ < A2k

(iv) la variété V vérifie la propriété suivante :

w([l]V) < APw(l; V).

Démonstration. Nous allons appliquer le Corollaire 4.4 & la fonction F' construite grace
au Corollaire 2.9. Commencons par poser, pour j =1,...,k :

N, = APBR)FT27I
i= '
et introduisons k ensembles de nombres premiers, en posant pour j =1,...,k :
P, = {p premier; %Nj <p< Ny, pt M}
Enfin, posons :
L:=[nA*N; .. Ny - w(AFNy . N V)

Avec ces données, nous allons provisoirement supposer qu’il existe un polynéme homogéne
et non nul F, de degré au plus L qui s’annule sur :

U U - U &. &v

(P1,sPk)EP1L X+ X Py €1 Eker[pi] &1 Eker[py]

Nous pouvons donc appliquer le Corollaire 4.4, qui nous assure qu’il existe trois entiers
strictement positifs r, k' et [, avec r < kK < ket l € P;...P,, et une sous-variété
algébrique Z propre et Q-irréductible de G, de codimension %, contenant un translaté

de V par un point de torsion, telle que :
1P, |1 deg([1)2) < 3n2L* log L.
Par construction des ensembles Py, ..., P,, I'entier [ est premier avec M ; de plus, on a :

[ < Ny ... Ni < APGR HERTH+ (30 +@0 ]

)

et comme
E+1 k+1

D BRY < —k+ ) (3k) <23k —k

Jj=2 Jj=1
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(on utilise I'inégalité 1+ + - - - + 2 < 22" valable pour tout h € N et pour tout z > 2),

on en déduit :

k41 _p )k+1.

I < Ny...N, < APCGFR) ) < A%BE (5.1)

A fortiori, cela assure la propriété (iii) de la Proposition 5.1. Nous allons maintenant
établir la propriété (iv).

Par définition de L, on a log(L) < A. De plus, en tenant compte du théoréme des
nombres premiers, on a pour tout j compris entre 1 et k :

c1N; _ log M
logN; log2’

Pj| >

Par ailleurs, le choix des parametres N; et '’hypothese (i) nous assurent que
N; > A® > Cy(log M)?;

et donc :

‘P‘ 2 Cle _ IOgM > clN]‘ > p(3k)k+27j—1.
/ log N; log 2 2log N;

Enfin, toujours par définition des ensembles P; et par construction de [,
I1>27"Ny...N,.
Ces inégalités mises ensemble nous donnent la majoration :

3n2L* log(L) - oK' +2 p2+K (AR N,y ... Np)¥ w(AFNy ... Ng; V)F
P JIE ApGRFF2= =2 '

deg((l]2) <

Par ailleurs, le Lemme 2.4 et la définition de w(X) montrent que :
w([IIV) < nw(1; [IIV) < n(deg([112))/*"

On en tire, en tenant compte de 'inégalité ci-dessus :

2T+2.n4.AkN,«+1 . .Nk;w(AkNl NN Nk; V)

(U([l]v) < A(P(Sk)k+27T72)/k'

Le Lemme 2.4 nous assure de plus que (puisque par définition, | < A¥Ny ... Ny)

AFNy LN

W(APN; ... Ny V) < l ;

w(l; V) <27A Ny - Nigw (5 V) 5

On en déduit :
47 pt A2E(N, g N2 (V)
Alp@BR)FH2=r—2) /K
41 pd AZRH20((30)7 4 (3R) ) () )
- AR =2) /K

w([l]V) <
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Majorons maintenant 'exposant h de A :

o= 2k 4+ 2p((3k)2 + - - + (3k)FT1T) — (p(3k)FT2T — 2) /I
2% + 2p((3k)% + - - - + (3k)FT177) — 3p(3k)FHIT 42
20((3k) + -+ (Bk)MT17T) — 3p(3k)F 1T

20(k — ) (3k)F " 4 2p(3k)F 17T — 3p(3k) LT

= —p(k +2r)(3k)F

—3p.

N

NN

N

Au total, nous avons donc bien :
w(IV) <40t AW V) < A™Pw(l; V).

Le point (iv) et donc la Proposition 5.1 suit, modulo la preuve de existence de F' que
nous donnons ci-dessous.

Nous allons appliquer le Corollaire 2.9, qui nous garantira lexistence de F' grace aux
hypotheses faites sur V. Pour ce faire, choisissons tout d’abord ¢ =k, u = 3 et :

U= nA4p(3k)k+lw(V) ;

pour vérifier que nous sommes dans les conditions d’application de ce corollaire, nous
devons vérifier ses hypotheses (i) et (ii), & savoir d’une part que :

S 8n log(U + 1)

A%F(Ny .. Ng)? <
nA="(Ny ) w(V)<U et log 3

9

et d’autre part que :

L’inégalité (5.1) donne immédiatement :
nA?(Ny ... Np)2w(V) < U;

par ailleurs, 'inégalité A > 8nlog(U + 1)/log 3 est triviale a partir des définitions de U
et A (car A > Cylog(3w(V)) par ’hypothese (ii)).

Passons donc & la majoration de w(V) (V) : hypotheése (i) nous assure que (toujours
en tenant compte de la relation (5.1)) :
k1 g A_2k(N1 o Nk)_2 < log(w(v) + ]‘)

~ess —4p(3k)
W(V)A=S(V) < A < il

Ceci nous montre bien que nous sommes dans les conditions d’application du
Corollaire 2.9 qui nous assure donc de l'existence du polynéme F'; la Proposition 5.1
est donc entierement établie. a
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Remarque 5.2. Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de G?, de codimension
k qui satisfait ’hypotheése du Théoréeme 1.4. Choisissons p = 1, M = 1 et § =
Co(log(3w(V))) dans la Proposition 5.1 et supposons que la condition (i) soit satisfaite.
Cette proposition nous montre en particulier qu’il existe un entier [ € N* pour lequel
w([l]V) < w(l; V). Soit Zy une hypersurface contenant [I]V de degré minimal = w([I]V),
et soit Z une composante Q-irréductible de [I]7!Z, passant par V. On a donc :

deg([]Z) < w(l; V).

Par hypothese, Z n’est pas un translaté d’un sous-groupe propre ; si l’on savait de surcroit
que
[ est premier avec [Stab(Z) : Stab(2)"],

le Lemme 4.3, point (v) nous assurerait alors que :
deg([l]Z) > ldeg(Z).
Par ailleurs, comme Z contient V', on sait que
w(l; V) < ldeg(2).

On en déduirait donc aisément une contradiction, ce qui montrerait que ’hypothese (i)
de la Proposition 5.1 est fausse, et donc en particulier que :

W(V)A=S(V) > (Colog(3w(V))) 1@,

Malheureusement, il semble difficile d’assurer a priori cette condition sur le stabili-
sateur de la «variété obstructrice » Z. En effet, I’entier [ et la variété Z sont construits
simultanément. Cette particularité nous interdit de conclure grace a une application
directe du lemme de zéros, comme cela est courant en géométrie diophantienne. On notera
toutefois, que nous avons déja rencontré le méme probléeme d’inversion des quantificateurs
dans [Am-Dal]. Bien que la situation de départ (ainsi que la construction analytique
et le lemme de zéros) soit différente dans les deux textes, la conclusion est la méme : on
construit une variété qui poussée par une multiplication par un entier convenable est de
degré « pathologiquement » petit. On peut donc conclure a ’aide du méme argument de
«descente ». C’est pour pouvoir le mettre en ceuvre que nous avons introduit la condition
a priori tres technique sur un entier M fixé a 'avance, avec lequel l'entier [ que 'on
construit doit étre premier (condition (ii) de la Proposition 5.1). La méthode de descente
permettra grace a cette hypothese de coprimalité d’assurer de bonnes propriétés pour les
stabilisateurs des variétés obstructrices concernées. C’est ’objet du sous-paragraphe qui
suit.

5.2. La descente finale

La derniere étape de la preuve consiste a construire une suite de variétés passant par
des multiples convenables de V', dont les stabilisateurs sont contrélés (afin de contourner
la difficulté qui nous a empéché de conclure au paragraphe précédent), vérifiant de bonnes
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conditions d’inclusion et surtout, de degré « controlé ». Pour ceci, on commence par fixer
les parametres pour i =1,...,k :

pi = (9(3k)FTLYRE € [1, (9(3k)FT1)R1,
puis
g =AV)P <1,

et enfin :

ou l'on a noté pour alléger :
A(V) : = C3log(3w(V)).

En pratique, la méthode revient a faire le raisonnement du paragraphe précédent k
fois, avec des parametres tres « espacés ». D’ou les différents choix de p;. A chacune de ces
étapes, la Proposition 5.1 nous fournira un multiple par un entier [ de la variété étudiée
dont I'indice d’obstruction aura «chuté » d’au moins ; (par le point (iv)), et I sera au
plus égal & P; (qui vaut donc essentiellement le produit des parametres IN; du paragraphe
précédent). C'est ce qui motive I'introduction de ces deux nouveaux parametres.

Soit j € {1,...,k}; 'inégalité (confer la preuve de la relation (5.1))

pjt+ -+ pr < 2p; (5.2)

sera utilisée plusieurs fois dans la suite.

Les suites de variétés que I’on peut construire a l'aide d’une application répétée de la
Proposition 5.1 vérifient en particulier les propriétés énoncées ci-dessous et que ’on peut
formaliser en introduisant un ensemble W défini de la fagon suivante.

Définition 5.3. On note W l'ensemble des triplets (s,1, W), ol s € [0, k] est un entier,
l=(l,...,l5) est un s-uplet d’entiers* avec 0 < I; < P;, et W = (W, ..., W) est un
(s + 1)-uplet de sous-variétés propres et géométriquement irréductibles de G”,, tel que
V C Wy et tel que :

(i) l; est premier avec [Stab(W;_1) : Stab(W;_1)°] et [[;]W;—1 C W, pouri=1,...,s;
(ii) pour ¢ =0,...,s,0on a:

deg(W;) < (Pig1 ... Po)?w([ly ... 1;]V))codimWa) .

(iii) pouri=1,...,s,0on a :

* Pour s = 0, l est 'ensemble vide, et les conditions (i) et (iii) ci-dessous sont vides.
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Cette définition est motivée par les besoins suivants : tout d’abord, le point (iii) permet
de récupérer I'information fournie par les étapes précédentes (confer la Proposition 5.1) ;
la condition (ii) pour sa part va assurer que les variétés que 'on va construire sont de
« petit » degré. Enfin, le point (i) permet d’assurer que ces variétés sont emboitées (&
multiplication par un entier prés) et surtout (puisque l; est premier avec [Stab(W;_1) :
Stab(W;_1)°]) que leurs degrés se comportent bien par multiplication.

L’inégalité w(T;V) < Tw(V) du Lemme 2.4 permet de revenir aux indices d’obstruc-
tions absolus, et la condition (iii) entraine en particulier (puisque ¢; < 1).

Scolie 5.4. Si (s,l, W) e W, et sis#0,ona:
w([ll . ll]V) < lzw([ll e lifl]V),
pouri=1,...,s.

Le but de ce paragraphe est d’assurer qu’il existe au moins un élément (s,1, W) de
W, pour lequel on a dim(W;_1) = dim(W;) pour au moins un indice i, 1 < i < s. Pour
ce faire, nous allons définir* :

Wo ={(s,[, W) e W; dim(Wp) < dim(W;) < --- < dim(W)}.

Nous nous proposons de montrer que si le Théoreme 1.4 est faux, alors Wq # W. Plus
précisément, on montrera la proposition suivante.

Proposition 5.5. Soit V une sous-variété de G?,, définie sur Q et Q-irréductible, qui

n

n . et vérifiant :

n’est contenue dans aucun translaté de sous-tore propre de G
w(V)aes (V) < A(V)~OBR*TE,

Alors, Wy #W.

Avant de passer a la preuve de cette proposition, commencons par mettre une relation
d’ordre total sur les suites finies de longueur < k + 1 d’entiers positifs ou nuls et < n.
Soient (v) = (vi)ogigs, et (V') = (v})ogjcs deux telles suites.

Définition 5.6. On dira que (v) < (V') si:

(Vi)o<i<min{s,s'} < (Uz{)OSigmin{s,s’}
pour l'ordre lexicographique, ou, si (v;)o<i<min{s,s'} = (V;)o<i<min{s,s’} €t si la longueur
s de la suite (v) est > & la longueur s’ de la suite (v').

La démonstration de la Proposition 5.5 va se faire par récurrence sur la suite des
dimensions de certaines variétés, en utilisant la relation d’ordre définie en 5.6. L’étape
inductive est résumée par le lemme suivant.

* Pour s = 0, la condition ci-dessous est également vide.
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Lemme 5.7. Soient s > 0 un entier, ly,...,ls des entiers > 1 et Wy, ..., Wy des sous-
variétés propres et Q-irréductibles de G, telles que V. C Wy et [l;)|W;—1 C W; pour
i =1,...,s Alors, pour tout entier ls,1 > 1 il existe un entier s, 0 < s’ < s+ 1 et une

sous-variété propre Zy et géométriquement irréductible, de degré :
deg(Zy) <lgryr .. lsprw([l1 ... ls1]V) deg(Wy ),

telle que [ls/]Ws—1 C Zy et codim(Zy) = codim(Wy ) + 1 (avec les conventions sui-
vantes : codim(Wsy1) =0, deg(Wsy1) =1, W_1 =V et lg = 1). De plus, on a :

(dim(Wp), ..., dim(Wy_1),dim(Zs)) < (dim(Wp), ..., dim(Ws)).

Démonstration. Soit Z,,1 une hypersurface contenant [l; ...ls41]V de degré minimal
égal & w([l1...ls4+1]V). Nous allons construire une suite de variétés Zy, ..., Zs vérifiant
les propriétés suivantes :

(i) Z; C W, et codim(W;) < codim(Z;) < codim(W;) 4+ 1 pour tout 4 =0,...,s;
(ii) [lig1..-ls41]Zi C Zgq1, pour i =0,...,s;
(iii) [l;]Zi—1 C Zj,pouri=1,...,s+1;
(iv) deg(Z;) <liv1...lsprw([l1 ... ls41]V) deg(W;), pour i = 0,...,s + 1.

Commengons par construire Zy. Si [l ...ls+1]Wo C Zs41, on pose Zy = Wy. Sinon, on
coupe la variété Wy par [I1...ls+1] " Zs11, et on choisit pour Zy une des composantes
Q-irréductibles de dimension maximale passant par V de cette variété. On en déduit, par
le théoreme de Bézout :

deg(Zo) g deg(Wo) deg([ll . ls+1}*1Zs+1) < ll . ls+1w([l1 e ls—i—l]v) deg(WO)

Pour ¢ = 0, les conditions (i) & (iv) sont donc vérifiées. Soit maintenant ¢ un entier,
0 <i<s—1etsupposons Zy,...,Z; construites. Nous allons construire Z;;;. Comme
précédemment, si :

lig2 . ls1]Wig1 C Zoq,

on pose Z;11 = W;y1. Sinon, on choisit pour Z;1; une composante Q-irréductible
de dimension maximale de [li+2...ls+1]_lzs+lmWZ‘+1 parmi les composantes qui
contiennent [l;11]Z;. Il en existe puisque [l;+1]W; C W;41 (par hypothese), Z; C W;
(par hypothese de récurrence (i)), et puisque :

liv1 - ls41]Zs € Zoia

(par hypotheése de récurrence (ii)). Comme auparavant, on obtient par le théoreme de
Bézout :
deg(ZH_l) < li+2 ‘e ZS+1W([11 PN ls+1]V) deg(WH_l).

La variété Z; ;1 vérifie donc la condition (iv); les conditions (i) & (iii) sont pour leur
part vérifiées par construction. Les variétés Zy,...,Zs, Zs41 sont donc construites, ce
qui acheve la récurrence. Pour conclure la preuve du Lemme 5.7, il faut encore choisir s’
et montrer que la nouvelle suite de variétés est « strictement inférieure » a celle de départ.
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La suite des variétés Z; que nous venons de construire correspond a l'un des deux
diagrammes suivants :

Wo Wi ...Weq Wa ... W,
o W
Zo Ziv ... Zg1 Zg| .. Zy  Zen

On peut également obtenir :

Wo Wi ... ... W,
Il I : : Il
Zo Zi i i Zy Zem

On définit alors s’ comme le plus petit entier ¢ pour lequel Z; C W; si un tel entier
existe (ce qui correspond au premier diagramme), et s’ = s+ 1 si un tel entier n’existe
pas (c’est le deuxiéme diagramme). Par construction des Z;, la variété Z, satisfait
toutes les propriétés requises : en particulier la propriété de décroissance de la suite des
dimensions est assurée par le choix de s’ (dans le premier diagramme, la nouvelle suite
est strictement plus petite pour 'ordre lexicographique et dans le deuxieme, les suites
tronquées sont égales, mais la nouvelle suite est strictement plus longue). Le Lemme 5.7

est donc entierement établi. |
Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 5.5.

Démonstration de la Proposition 5.5. Remarquons tout d’abord que Wy # 0. En
effet, soit Wy une hypersurface de G?, contenant V et telle que deg(Wy) = w(V) : le
triplet (0,0, (Wy)) appartient alors & Wy. De plus, 'ensemble des suites finies d’entiers
compris entre 0 et n — 1, de longueur au plus k, strictement croissantes (au sens usuel)
est fini; on déduit de ces deux faits* qu’il existe un élément (s,l, W) de Wy tel que

(dim W;)ogics < (dim W))ogics

pour tout (s',1', W') € W.
On se propose d’utiliser la Proposition 5.1 avec V remplacé par V' = [Iy ... 1]V,

p=psi1, M =[Stab(W,):Stab(W,)°] et A =A(V).

et

* Rappelons que l'ordre < est total.
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(confer Scolie 5.4). Ces inégalités et 'hypothese de la Proposition (5.5) sur Uinvariant
W(V)A(V)

montrent que :

N

wVA= (V') S w(V)a (V) (Py - Py)?

A(V)_(Q(Bk)(kJrl))k « A(V>4(Pl+"'+ﬂs)(3k)

k+1

N

A(V)h%psﬂ(sk)’““

o, en utilisant I'inégalité (5.2),
b= —(9(3k) TH* 4Bk T (pr + -+ per1) < 8(3K)F Ty — (9(3k)FTHF < 0.

L’hypothese (i) de la Proposition 5.1 est donc satisfaite. Vérifions maintenant 1’hy-
pothese (ii) de cette proposition. La Scolie 5.4 donne :

Colog(3w(V")) < Co(log Py + - - - + log Ps + log(3w(V))) < A(V).

Par ailleurs, en utilisant le point (ii) du Lemme 4.3, le point (ii) (avec i = s) de la
Définition 5.3 et a nouveau la Scolie 5.4, on obtient :

log M < (dim(Ws) + 1) log deg(W5)

< (dim (W) + )codlm(Ws)(Qlog Poiq1+ -+ 2log P, + log(3w([ly ... Is]V)))
<n?(2log P + -+ + 2log Py + log(3w(V)))

<

AV).

L’hypothese (ii) de la Proposition 5.1 est donc aussi satisfaite. On déduit alors de cette
derniére qu'il existe un entier 5,1 premier avec [Stab(Wy) : Stab(W5)?], tel que

lyi1 < A(V)2ps+1(3k)k“ =Pyi1;

et

w([ll...ls+1]V) —pst1
sy SAWT = o
Le triplet (s,l, W) € Wy, et satisfait donc en particulier toutes les hypotheses du
Lemme 5.7. Appliquons ce dernier avec 'entier Is1; donné par la Proposition 5.1 : on en
déduit I’existence d’un entier s’, 0 < s’ < s+ 1 < k, et d’'une certaine variété Z,, ayant
les propriétés décrites dans ce lemme.
Montrons alors que 'on a :

(SI, (ll, .. .,lsl), (Wo, ey Ws’—l; ZS/)) S W

Pour ce faire, il suffit de vérifier les conditions de (i) & (iii) de la Définition 5.3 avec
i = s'. La premiere partie de la condition (i) est assurée par le choix de 441 si s’ =s+1
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et par 'hypothese (s,1, W) € W sinon ; la deuxiéme partie est assurée par construction
de Zy (et toujours par hypothese si s’ < s+ 1). Un argument similaire s’applique pour
la condition (iii). Montrons donc (ii). Les relations sur la codimension et sur le degré de
Zs (Lemme 5.7), la majoration du degré de W, (Définition 5.3) et la scolie 5.4, nous
assurent que :

deg(Zy) <lyy1-- lspw([ly .. lsa]V) deg(Wy)
< (o dopr)’w(ll - . 1o]V) deg(Wi)
< (Poyr... P2 w([ly .. A )V (Prgr ... Pe)?w([ly . . . L] V))codim(Wer)
( y

(P5,+1 Pk)Qw([ll .ZSI}V))COdim(ZSl).

On a donc montré que la variété Zy vérifie la propriété (ii) de la Définition 5.3. Ce qui
montre bien que (s, (I1,...,ls), Wo,...,We_1,Zs)) est un élément de W.
D’autre part, le Lemme 5.7 nous assure que le triplet :

(', (l1y- -y ls), (Woy oo . \ Wy _1,Zg)) €W
est tel que la suite de dimensions :
(dim(Wy), ..., dim(Wy _1),dim(Zy))
est strictement inférieure a
(dim(Wy), . .., dim(Wy))

pour la relation d’ordre <. Or, par définition, (s,1, W) «est minimal » dans Wy ; on en
déduit que :
(s (I ilsr), (Wos oo, W1, Zyr)) & Wo,

ce qui établit bien la Proposition 5.5. g

5.3. Preuve du théoréme principal

Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de G*, de codimension k qui satisfait
I’hypothese du Théoreme 1.4. Supposons que la conclusion de ce théoréme soit fausse;
I’hypotheése de la Proposition 5.5 est donc verifiée. Appliquons donc cette derniere :
il existe donc un élément (s,l, W) de W\ W,y. En particulier, on est donc assuré de
l'existence de deux sous-variétés propres et Q-irréductibles W;_; et W; de G7,, de la
méme dimension, et de 'existence de certains entiers Iy, ...,l; € N* qui vérifient :

dim(Wi_l) = dlm(Wz), [Zi}Wi—l Q Wi, [11 ‘e li_l]V Q Wz H

de plus, [; est premier avec [Stab(W;_1) : Stab(W;_1)"]. Par hypothése W; n’est pas un
translaté d’un sous-tore propre de G), (car W; contient [ly...l;—1]V qui n’est contenu
dans aucun translaté d’un sous-tore propre de G}, puisque V' vérifie cette propriété par
hypothése). Le Lemme 4.3, point (v) nous assure alors que :

li deg(Wi_l) < deg(Wl)
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Comme W;_; contient [l; ...1;—1]V, on en déduit :
w(liz [l - Lisa]V) < (I deg(Wi_q)) Y codimWiz1) < deg(W;)1/ codim(We) (5.3)
En appliquant les relations (ii) et (iii) de la Définition 5.3, on en tire :
w(lly ... L]V) < &i(deg(Wy))/ dmWVa) < e(Priy .. Po)2w(([ly ... L]V).

Par ailleurs, ;(Pit1...P:)? = A(V)%, ou (confer les choix des P; et des g; et
linégalité (5.2)) :

w=—p; + 43K (pip1 + -+ pr) < —pi +8(3k) " piy <0,

C’est une contradiction. On en déduit donc que notre hypothese est également fausse, a
savoir qu’en fait, on a bien :

~ess _ (k4+1)\k
W(V)is(V) = (CZlog(3w(V)))~CERTTOY,

Le Théoreme 1.4 est donc entierement établi.

Remarque 5.8. La fin de l'argument permet de voir tres clairement pourquoi
I'introduction des indices d’obstruction avec poids est nécessaire dans cette preuve, alors
que dans [Am-Dal] par exemple, son introduction n’est pas indispensable (dans cette
derniere référence toutefois, cet invariant aurait peut-étre pu permettre de raffiner les
minorations). En effet, tout le point de ’argument de descente consiste & utiliser une
inégalité de Bézout raffinée car on dispose d’une information supplémentaire sur les
stabilisateurs. Cette inégalité raffinée permet de montrer qu’en fait deg(W;) est grand
par rapport a deg(W;_1) (avec un facteur /; en notre faveur alors que sans information
sur les stabilisateurs, ce facteur jouerait contre nous). Par ailleurs, la Proposition 5.1
nous fournit une majoration du degré de W; non pas en fonction de I’indice d’obstruc-
tion de [l1...1;—1]V (c’est-a-dire essentiellement en fonction du degré de W;_1), mais
en fonction de 'indice d’obstruction de [l1 ...l;—1]V avec poids l;. Comme les inégalités
de comparaisons entre les deux types d’indice sont faibles, on reperdrait justement le
gain di a la descente (un facteur ;) et on ne pourrait toujours pas conclure! Plus
précisément, si 'on majore (& 'aide du Lemme 2.4) I'indice avec poids w(l;; [l ... li—1]V)
par Liw([l1...1;—1]V) linégalité (5.3) devient :

Liw([ly ... 1i—1]V) < 1i(deg(W;_y))Y/ codim(Wi—1)

et 'on n’arrive pas a une contradiction si codim(W;_1) > 1.

6. Preuve des corollaires

Nous allons terminer ce texte par une preuve des Corollaires 1.6, et 1.7 cités dans
I'introduction. Nous allons toutefois commencer par préciser le lien entre la Conjecture 1.2
et la conjecture proposée dans [Da—Ph2] (Conjecture 1.3). Tous ces énoncés s’obtiennent
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soit en utilisant des arguments simples de géométrie (projection, fibration), soit en les
combinant avec une application directe du théoreme de Bézout arithmétique.

Dans tout ce paragraphe, et contrairement au reste du texte, nous fixerons la
compactification ¢ : G}, — P" Seﬂ> P2" 1 afin de pouvoir utiliser librement les résultats
de [Da—Ph2]|. On peut encore, quitte & changer la constante numérique, appliquer le

Théoreme 1.4 puisque ’on dispose des inégalités :

(V) < b (V) < ndmW+H R 1),
deg(V) < deg, (V) < n®™(V) deg(V),
peE(V) < (V) < np®s(V)

(confer [Da—Ph2, Proposition 2.9] pour une preuve du premier encadrement, le

N

deuxieme s’obtient de facon similaire et le troisitme est élémentaire & partir de loc.
cit., Proposition 2.9).

Proposition 6.1. La Conjecture 1.2 entraine la Conjecture 1.3.

Démonstration. Supposons la Conjecture 1.2 vraie, et montrons le point (i) de la
Conjecture 1.3. Soit donc V une sous-variété algébrique de G, définie sur Q et
géométriquement irréductible. Notons 7 - B le plus petit translaté d’un sous-tore de G,
contenant V', et soit s la dimension de B. Il existe alors une projection linéaire 7 sur s
facteurs de G, telle que 7(m - B) soit égale & G2,. De plus, m(V) ne peut étre contenu
dans un translaté p-C' d’un sous-tore propre de G, . Si tel était le cas, la variété V serait
contenue dans 7~ !(u-C)Nn- B et donc dans un translaté d'un sous-tore strictement
contenu dans 7 - B (pour plus de détails sur ces arguments de projection, confer [Da—
Ph2, paragraphe 2.3]). On peut donc faire B = G¢, dans la Conjecture 1.2. Comme le
minimum essentiel et le degré sont décroissants via une telle projection linéaire, on a par
la Conjecture 1.2 et la relation (1.2) :

c(n) c(n) c(n)
HW) 2 BTV 2 G 0)) Z dog, (r(V) oot G deg, (V)0
Ce qui montre bien le point (ii) de la Conjecture 1.3. Maintenant, si V vérifie

les hypothéses de la Conjecture 1.3, le Théoréeme 1.6 de [Da—Ph2] nous assure*
que pour tout & > 0, il existe une courbe plane W. dans G2, qui est définie sur Q,
géométriquement irréductible qui n’est pas un translaté d’un sous-tore de G2, et telle
que deg,(W.) < deg,(V) et h,(W.) < h,(V)+¢. On en déduit, en tenant compte du
point (ii) de la Conjecture 1.3 que :

e+ h (V) = h,(W.) = (2).
On a donc également obtenu le point (i) de la Conjecture 1.3 en faisant tendre € vers 0.

La Proposition 6.1 est donc entierement établie. O

* La preuve de loc. cit. donne seulement cette estimation. Elle pourrait étre remplacée par les
arguments de [Phi3]-III pour démontrer le Théoréme 1.6 de [Da—Ph2] tel qu'’il est énoncé, mais cette
version plus faible est suffisante pour nos besoins.
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Le Corollaire 1.6 suit en reprenant le méme raisonnement, et en utilisant la minoration
obtenue au Théoreme 1.4 au lieu de celle, conjecturale proposée en 1.2.

Passons maintenant au Corollaire 1.7 (qu’il suffit une fois de plus de démontrer pour le
plongement ¢); il s’agit encore une fois du méme type de raisonnement : soit V' une
sous-variété de Gj, définie sur Q et Q irréductible, qui n’est pas un translaté d’un
sous-tore propre de GJ,. L’argument de projection linéaire exposé dans la preuve de
la Proposition 6.1 nous assure que si s est la dimension du plus petit translaté d’'un
sous-tore de G contenant V, il existe une sous-variété W de G2, , définie sur Q et Q-
irréductible, qui n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-groupe propre de G, et
telle que h, (W) < h,(V) et deg,(W) < deg, (V). Puisque s > d + 2 par hypothése, quitte
a poursuivre 'argument de projection linéaire, on peut remplacer W par une sous-variété
X de dimension d de G%? qui vérifie encore les hypotheses du Corollaire 1.7, et qui est
de degré deg,(X) < deg,(W) et de hauteur normalisée h,(X) < h,(W). Cette premicre
réduction effectuée, montrons que pour tout nombre réel € > 0, il existe une sous-variété
Y de G&H!, de dimension d — 1 qui vérifie encore les hypotheses du Corollaire 1.7, et dont
le degré et la hauteur normalisée sont bornés par deg,(X) et h,(X) + ¢ respectivement.
Par récurrence, on en déduira l'existence d’une courbe Z dans G2, qui est définie sur Q
et géométriquement irréductible, qui n’est contenue dans aucun translaté de sous-tore
propre de G3, et qui vérifie in fine h,(Z) < h,(V) + € et deg,(Z) < deg, (V).

Pour ce faire, on utilise 'argument de fibration de [Da—Ph2, Proposition 3.1]; quitte
a permuter les facteurs de ]P"f”, on peut supposer que X se projette surjectivement sur le
premier facteur et que la composante neutre du stabilisateur de X n’est pas contenue dans
{1} x GZFL. On en déduit alors qu’au plus un nombre fini de fibres X, := X N7~ 1(z)
ont un stabilisateur de dimension d — 1. On fixe ensuite un entier m assez grand, et 1’on
déduit du théoreme de Bézout arithmétique qu’il existe un point de m-torsion & de G,,, tel
que X, posséde un stabilisateur de dimension au plus d—2 et tel que deg, (X¢) < deg, (X)
et h,(X¢) < h,(X) + e. Ceci nous montre notre assertion.

Appliquons maintenant le Théoréme 1.4 & la courbe Z de G2, ainsi construite. On en
déduit :

c(3) deg, (%)
~ w.(2)log(3w,(2)®

g.

Maintenant, la relation (1.2) nous assure que w,(Z) < 34/deg,(Z). On en tire :

, (3)/des, (Z)

h,(V) >

/
Z SlogBu(z) @ 2 ¢3)>0

sitot que € est choisi assez petit. Le Corollaire 1.7 est donc entierement établi.

Remerciments. Au cours de diverses discussions P. Philippon a bien voulu nous
donner son point de vue sur bien des questions. G. Rémond nous a fait part de
ses remarques sur une premiere version de ce texte et nous a permis d’améliorer la
présentation de nombreux points. C’est un plaisir pour nous de pouvoir les remercier
chaleureusement ici.
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