Une minoration relative explicite pour la hauteur
dans une extension d’une extension abélienne

Francesco Amoroso & Emmanuel Delsinne *

1 Introduction

Soit & un nombre algébrique non nul de degré D qui n’est pas une racine
de 'unité. Le probleme de Lehmer consiste montrer qu’il existe un constante
absolue ¢ > 0, telle que

h(a) > )

ou h(a) désigne la hauteur de Weil logarithmique. Ce probleme est en-
core ouvert et le meilleur résultat dans cette direction est un théoreme de
E. Dobrowolski (cf. [Do]) qui montre l’existence d’une constante strictement
positive C' telle que

¢ (loglog3D 3
> 2T
M) 2 D < log 3D >

Cependant, si I'on se place dans des cas particuliers, on peut obtenir de
meilleures minorations. En effet, le premier auteur et R. Dvornicich ont
montré (¢f. [Am-Dv]) que si o appartient une extension abélienne de Q,

on a
log b

12

Par la suite, le premier auteur et U. Zannier ont proposé une version relative
du probleme de Lehmer, généralisant le résultat précédent, en remplacant
le degré de « sur Q dans la conjecture par le degré < non abélien > de « sur
un corps de nombres K, i. e. le degré de a sur une extension abélienne de K.
Ils ont ainsi montré dans [Am-Za] un analogue du théoreme de Dobrowolski
dans le cas relatif :

h(a) >

Théoréme 1.1 Soit K un corps de nombres. Il existe une constante c(K)
strictement positive ne dépendant que de K telle que la proposition suivante
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soit vraie. Pour tout nombre algébriqgue non nul o qui n’est pas une racine
de l'unité et pour toute extension abélienne I de K, on a :

¢(K) (loglog5D\ "
M) 2 =p < log 2D ) (1.1)

ot D = [L() : L].

Le but de ce qui suit est double. D’une part, il s’agit d’améliorer ’ex-
posant du terme en < log >, grace a une nouvelle preuve. D’autre part, il
s’agit d’expliciter la dépendance en K de la constante ¢(K). Cette constante
dépend d’une part du degré d := [K : Q] (car nous utiliserons dans I’extrapo-
lation une congruence modulo un idéal premier P de ’anneau des entiers Ok
de K) et d’autre part d’une estimation du terme reste dans le théoreme des
idéaux premiers dans K, qui dépend du discriminant A du corps K. Si l’on a
assume I’hypotheése de Riemann généralisée (GRH), un résultat de Odlyzko
et Lagarias (cf. [La-Od], théoréeme 1.1) fournit une trés bonne estimation de
ce reste et permet de montrer le résultat suivant :

Théoréme 1.2 On suppose GRH. Soit o un nombre algébrique non nul qui
n’est pas une racine de l'unité. Alors pour toute extension abélienne L de
K, on a:

h(a) > < min loglog(5D)* log log(5D)2
D d®log(2dD)?log(2D)?’ Ad?log(2D)

ot ¢ est une constante (absolue) strictement positive, D = [L(a) : L] et
A = (log |A])? max((loglog |A|)2, (log d)*). En particulier :

c log log(5D)*
>
M) 2 5 57 T0g(20 D) log(2D)?

ot 6 =log|A|.

Sans GRH, les estimations du reste dans le théoréme des idéaux premiers
sont nettement moins bonnes (voir nouveau [La-Od], théorémes 1.3 et 1.4)
et ne permettent pas de trouver une dépendance polynomiale en A. Nous
utiliserons alors une estimation di Friedlander (c¢f. [Fr]), qui donne une
version moins précise du théoréme des idéaux premiers, avec en contrepartie
une meilleure dépendance en A.

Théoréme 1.3 Soit a un nombre algébrique non nul qui n’est pas une ra-
cine de lunité. Alors pour toute extension abélienne L de K, on a :

(9(d)A)~¢ loglog(5D)?

o) 2 =5 log(2D)4




ot ¢ est une constante (absolue) strictement positive, D = [L(a) : L] et
g(d) =1 s’il existe une tour d’extensions

Q=KycKyc---CcK,,=K

avec K; /K;_1 normale pouri=1,...,m, et g(d) = d! sinon.

On peut se demander s’il est possible d’éviter la dépendance en le dis-
criminant dans le résultat qui précede. On pourrait également conjecturer
la généralisation suivante du probleme de Lehmer :

c

h(a) > Dad

Or cette inégalité est fausse comme I'’exemple suivante le montre. Soit z > 1
et soit n = n(x) le produit de tout les premiers p < z. Soit K le corps
engendré par les racines n-iemes de l'unité; alors d = [K : Q] = ¢(n) et
n > dloglogd. Enfin, soient o = 21/" et L. = K(a), extension abélienne de
K ; en particulier D = 1. Alors :

_ log2 1

) n < Dd(loglogd)

La démonstration du théoréeme 1.1 repose sur une dichotomie. Un en-
semble A de premiers de Ok étant fixé, on distingue deux cas, selon qu'une
majorité d’éléments de A est < peu > ou <« beaucoup > ramifiée dans 1’ex-
tension abélienne L. de K (tout ceci étant clairement quantifié [’aide de
parametres). Ici, nous traitons le cas de < grande ramification > part, en
montrant qu’il ne peut y avoir de premier < beaucoup > ramifié si la hauteur
de « est petite. De plus nous séparons de nouveau le cas < petite ramifica-
tion > en deux parties, suivant qu’une majorité de premiers est ramifiée ou
pas. Enfin, la preuve du théoréme 1.1 suit le schéma d’une preuve de trans-
cendance avec construction de fonctions auxiliaires nécessitant un lemme de
Siegel absolu obtenu grace & un résultat de Zhang. Ici, bien qu’il eut été pos-
sible d’utiliser les mmes outils, nous donnons une preuve plus élémentaire,
a I’aide de déterminants de type Vandermonde.

Dans un premier temps nous donnons les notations et réductions que
nous utiliserons par la suite. La plupart d’entre elles sont issues de I’article
[Am-Za]. Puis nous montrons les résultats préliminaires qui nous servirons
a minorer la hauteur de o dans la derniere partie.

2 Notations

Dans toute la suite nous fixons Q une cloture algébrique de Q, que nous
plongeons dans C. Nous noterons cg,ci,cs ... des constantes strictement



positives et absolues. Nous fixons également un corps de nombres K et posons
d (resp. A) le degré (resp. le discriminant) de K sur Q; rappelons qu’on a
linégalité log|A| > cod. Sauf mention explicite du contraire, lorsque 1’on
notera P un idéal premier de Ok, on désignera par p le premier rationnel
sous P, i. e. tel que (p) = PN Q. Soit P l'ensemble des idéaux premiers P
de Ok tels que I'indice de ramification et le degré d’inertie de P sur p soient
égaux 1 (e(Plp) = f(Plp) =1).

Soient a un nombre algébrique non nul qui n’est pas racine de 'unité, L
une extension abélienne de K et D := [L(«) : L]. Nous nous proposons de
montrer 'inégalité h(a) > f(d,A,D) ou D — f(d,A, D) est décroissante.
Par invariance de la hauteur de Weil par multiplication par des racines de
I’unité, nous pouvons faire exactement les mmes hypotheses de minimalité et
réductions que dans [Am-Za] (cf. (2.3),(2.4)....,(2.8) de op. cit.). Ainsi, nous
pourrons utiliser le lemme 3.2 de [Am-Za] (cf. Proposition 3.1) et supposer
que pour tout n € N* nous avons L(a™) = L(«).

Par abus de notation, nous identifierons les éléments de Gal(L/K) et les
plongements L < Q qui fixent K. Chacun de ces éléments possede exacte-
ment D prolongements distincts & L(a). Ainsi, si S est un sous-ensemble de
Gal(L/K), ’ensemble

S={r:L(a) = Q7 € S}

est de cardinal D|S|. Enfin nous désignerons par F' la clotiire galoisienne de
L(«) sur K.

Pour P € P, nous noterons ep (resp. Gp) U'indice (resp. le groupe) de
ramification de P dans L (qui ne dépendent pas du premier de O, au dessus
de P car L/K est abélienne). Nous désignerons par ®p € Gal(L/K) I’auto-
morphisme de Frobenius associé a P. Par abus de notation, nous noterons
encore P la valuation de K associée P.

3 Résultats préliminaires

3.1 Congruences
Nous rappelons tout d’abord le lemme 3.2 de [Am-Za] :
Proposition 3.1 Soit P € P. Il existe un sous-groupe Hp de Gp d’ordre
|Hp| > min{ep, p}

tel que :

WP — oyPl, < pt (3.2)
pour tout entier v € L, pour tout o € Hp et pour tout valuation v de Q au
dessus de P.

De plus, soit o0 € Hp\{Id} et soit 7 un prolongement de o L(«). Alors,
TaP # oP.



Nous aurons besoin du lemme d’approximation suivant :

Lemme 3.2 Soient k un corps de nombres, ¥ un ensemble fini de places
ultramétriques de k et v € k. Alors il existe € Oy tel que By € Oy et
|8, = max{1, |y|,} ™! pour toute place v € X.

Démonstration. Fixons une place archimédienne quelconque vg et notons
Y. ’ensemble fini :

Y ={veM;|viooet max{l,|y|,} > 1} U,

D’apres le théoreme de [Ca—Fr|, chapitre II, 15, page 67, il existe un élément
B € k tel que

18—~y < max{1, |y|,}~! pour tout v € ¥,
‘/B|U§1 SiUgiU{Uo}.

En utilisant I'inégalité ultramétrique, on en déduit :

18l = max{1,|v],}~! pour tout v e ¥,
1Ble <1 si v @S U{u} .

En particulier, pour toute place finie v de k on a |5], < 1 et |87, < 1 donc
B et B sont des entiers de k.

O

Ce dernier lemme nous permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.3 Soit 7 : L(a) — Q. Soient P € P, v une place de F

au-dessus de P et f (resp. g) le polynome minimal de o (resp. o) sur L.
Alors
- St L € Hp,

Yo € Hp, |¢°(TaP)|, < p~ ! max{1,|ral,}*P H max{1, |pa|y}? ;

pIL=0

- siTL € Gp,

[f(ra)ly < p~ P max{1, [ral,}” [ max{1,|pal,} ;
pL=Id

- St 7'|]L:(I)}_31 etep =1,

f(ra?)]y < p~tmax{1, [ral,}PP [] max{1,|pal,} .
piL.=1d



Démonstration. Nous pouvons appliquer le lemme 3.2 « et 3 ’ensemble
des places de F au-dessus de P. Ainsi, il existe 8 € Op tel que Sa € Op
et |78, = max{l,|ral,}~! pour tout 7 € Gal(F/K). Notons 71,...,7p
les D morphismes de L(a) dans Q qui prolongent l'inclusion L «— Q et
b= Hi’il 78 € Or. Alors bf(X) = ZkD:o apX* € OL[X] et par le petit
théoreme de Fermat :

(TiBX — 7i(Ba))?

—-

(bf(X))P

1

<.
Il

(iPXP — 7i(Ba)?)  mod pOr[X]

—-

1

D
w [ (X? - 7aP)
=1

.
I

Or [L(aP) : L] = [L(a) : L] = D donc g(X) = [[2, (X — maP) et finale-
ment :
(bf(X))" = bPg(XP) mod pOL[X] (3:3)

Examinons maintenant les différents cas.

Si 7, € Hp, on a pour tout o € Hp, d’apres la proposition 3.1 et le petit
théoreme de Fermat :

D p
(b7 f7(X))P = <Z aZX’“>
k=0
D D
= (@)Px" = (af)P X = (7 f7(X))”  mod POL[X].
k=0 k=0

En combinant ceci avec la congruence (3.3) on obtient :
(67)Pg7(XP) = (b7)"f(X)? mod POR[X], (3.4)
ce qui donne, en évaluant en T« :
|(67)Pg% (raP)|s < p~ " max{1, [T, }P?,
soit encore :

|97 (ra?)]o < p~! max{1, [ral,}?P T] max{1,|pal.}".

pIL=0



Si € Gp,on a

D D
VT(X) =Y a;XF =) apXF =bf(X) mod QO
k=0 k=0

ou @ est I'idéal de O, définit par Q°? = POr. En évaluant la congruence
précédente en Ta on obtient :

Ibf(Ta)|, < p*1/€P max{1, ]Ta]v}D,

soit :

f(ra)le < p~ Ve max{1, |7al}? ] max{1,]pal.}.
pL=Id

Enfin, si 7, = <I>1§1, d’apres (3.3), on a
(b7 fT(X))P = (VP)"g"(XP) mod POL[X]

De plus, avec la caractérisation de ’automorphisme de Frobenius et le petit
théoreme de Fermat :

D p
(b fT(X)" = (Z azX’“)
k=0
D

D
=> (ap)P X" =" a X = bf(XP) mod POL[X].
k=0 k=0

En évaluant cette congruence en 7, on obtient :
bf (raP)]y < p~ ' max{1, |ral,}P7,

et

F(ra?)ly < p~lmax{L, [ral, P ] max{L, [pal}.
pL=Id

3.2 Déterminant de Vandermonde généralisé

Pour montrer les théoremes 1.2 et 1.3 nous utiliserons des déterminants
de Vandermonde généralisés :



Lemme 3.4 Soient 11,...,T, des entiers positifs et L ="T1+---+1T,.. Soit
A((Xs, Ti)i<i<r) € Z[ X1, ..., X;] le déterminant de la matrice L x L :

M= (M, My ... M,)

ot pour tout 1 < j < r, M; est le bloc de taille L x T suivant :

1 .. 0
X; 1 0
X7 2X; 0
Mj = ;—1 | w2 ' p—1 : p=T}
X (n—1)X; (Tj—l)Xj
I:-l ' L-2 ' L-1 LT,
X; (L -1)X; (TH)X]. I
Alors
A((Xi, To)i<icr) = [ (X5 = X;)T7
1>7
Démonstration. Voir [Me]
O
Lemme 3.5 Soient v1,...,7, des nombres algébriques, T1,...,T, des en-

tiers positifs et A := A((7i, Ti)1<i<r). Si k est un corps contenant v, ...,
et v une place de k, alors
— si v est archimédienne,

T
1 T 2 . —
Ay < L2 2= T T max{1, |yl } 7Y
=1

— st v est ultramétrique,

A, < Hmax{l, |'Yi|v}Ti(L_1) )

=1

ou L=T1+---+1T,.



Démonstration. Soit v une place archimédienne de F'. D’apres 'inégalité
d’Hadamard, on a :

r T;

Mh

2
INER ( >max{1,mrv}2<’“>

i=1j=1k=1
r T 2
< ( ) mas{L, 1], 25
i=17j5=1
ro Ty (T+ )
< LXi= Hmax{l il 2T (E—D)

T .2 ([ —
< 157 Lol 70
1=1

Soit v est une place ultramétrique ; en utilisant le lemme 3.4 et 'inégalité

1Y — Yl < max{1, |y;|v} max{1, |v;|v},

on obtient directement la deuxiéme majoration du lemme.

4 Preuve du théoréme 1.2

Nous fixons deux parametres :

log(2dD)?log(2D) log(2D)
N=C? a3 t E=|Cd————~~
¢"m ( loglog(5D)2 ~’ ¢ ¢ loglog(5D)

ou C' > 0 est une constante absolue que I'on supposera < assez grande > (en
d’autres termes, les inégalités que nous serons amenés écrire seront vraies
asymptotiquement en C). Nous noterons A I’ensemble des éléments de P
dont la norme sur Q est comprise entre VN et N. Pour montrer le théoréme
nous procédons en trois étapes; dans un premier temps nous supposerons
qu’il existe un premier P € A tel que le groupe Hp défini la proposition 3.1
soit de cardinal supérieur FE'; puis nous étudierons le cas ol la majorité des
éléments de A ont un indice de ramification dans IL compris entre 2 et F;
nous concluerons avec le cas ou la majorité des éléments de A ne sont pas
ramifiés dans L.

Nous aurons besoin dans la suite de certaines estimations qui font ’objet
du lemme suivant :

Lemme 4.1 On a les inégalités :

log N > loglog(5D) (4.5)



et
log log(5D)?

d3log(2D)
Démonstration. L’inégalité (4.5) est claire. Montrons (4.6) ; compte tenu
du choix de NN et de la majoration
log(ND) < (log C) max{log(2dD),log A} ,
il suffit de montrer qu’il existe ¢; > 0 tel que

Moglog(5D)?
max (10g(2dD)27 W

Cette assertion est claire si log A < 6log(2dD). Supposons donc A > (2dD)%;
on a alors :
A loglog(5D)? - 8D3\'/2loglog(5D)?
d3log(2D) — log(2D)

N > C°?log(ND)? . (4.6)

) > ¢; max(log(2dD)?, (log \)?) .

> c1(log \)? .

Nous aurons également besoin d’estimer le cardinal de A.

Lemme 4.2 Si ['on suppose GRH,
N
2log N °
Démonstration. Compte tenu de la définition de A et du choix de N, le
théoreme 1.1 de [La-Od] montre que :

[A] >

2N

#{P C Ox tel que Nigjg(P) < N} > 337 -

Par ailleurs,
#{P C Ok tel que Ng/g(P) < VN} < dn(V'N)

ou m(x) est le nombre de premiers rationnels < z. Soit P un idéal premier
de Ok ; si e(P|p) > 1, alors p divise A. Comme il y a au plus d premiers
au-dessus de p, on a

dlog|A|
log2
De plus, si P est tel que f(P|p) > 1, alors Nk q(P) > p?. D'out :
#{P C Ok tel que f(P|p) > 1 et Ngg(P) < N} < dn(V'N) .
On a donc, en utilisant la majoration de Chebichev 7(z) < cox/logz et
l'inégalité N > Cd3,
Al 2N 2c0dv/ N dlog|A|  2codV/N N
~ 3log N log N log 2 logN — 2logN *

#{P C Ox tel que e(Plp) > 1} <

10



Quitte remplacer A par un sous-ensemble, on peut donc supposer

N
<Al < :
2log N log N

4.1 Cas ou il existe un premier ayant grande ramification

Supposons tout d’abord qu’il existe un premier P € A tel que ep > E.
Le groupe Hp défini la proposition 3.1 est alors de cardinal supérieur F,
car p > V/N > E. Considérons un sous-ensemble de S C H p de cardinal F
et notons S I'ensemble des DE morphismes de L(a) dans Q qui prolongent
les éléments de S. On définit

A:=A((Ta?, 1), c35) -

Ce déterminant est de taille L := DFE et n’est pas nul d’apres la derniere
assertion de la proposition 3.1

Nous allons appliquer la formule du produit A afin de minorer la hauteur
de «. Etudions |Al, pour chaque place v € Mp.

Lemme 4.3 Soit v une place de F'. Alors

— 81 v|oo,
ALy < LE2 T max{1, |raf, )Y,
res
— 81 v 100,
Aly < [ max{1, |ral,}PEY,
TesS
- siv|P,

ALy < p~MED2TT max{1, |raf, }P0,
TES

Démonstration. Les deux premieres inégalités sont données par le lemme
3.5. Supposons que v|P. Soient o € Hp et g le polynéme minimal de o sur
L. Etant donné que [L(a?) : L] = [L(«) : L] = D on a

g7(X) = T (X = pa") .

P|L:U

Ainsi, d’apres le lemme 3.4,

aL> =TT | II 197, [T I7a” = pa?l.

g s PIL=TIL
e85 \ of L=T)
U#T“L PFT

11



Fixons 7 € S; d’apres la proposition 3.3, le premier produit de la parentheése
est majoré de la fagon suivante :

[T 197(a?)ly < p" Fmax{1, [ral,}PPED [ max{1, |pal.}?.
ceS peS
J7£T\]L P‘]L?'ET‘]L

Nous majorons le deuxieme produit de maniere usuelle :

H |Ta? — paP|, < max{1,|raP|,}P! H max{1, |pa®|,}.
PIL=TIL PILTTIL
pPF#T PF#T
Ce qui nous donne en regroupant :
Al,? < pPED T max{1, [ral, P50
TesS

La formule du produit appliquée A nous donne alors :

L(E—-1)
0 < LlogL — ———logp+2p(L —1) Zh(Ta)
TES
d’out o1
( ; ) logp <logL + 2p(L — 1)h(c) .
Or,
(E—1) logp —log L > Elog N —logD —log E
> log(2D) .

On en déduit :

log(2D) _ c3 . log log(5D)? loglog(5D)
h(a) > > = . (4
(@)= 5pNE = pmin <d4 log(2dD)2log(2D)’ Ad (7)

4.2 Les éléments de A sont peu ramifiés

Nous supposons maintenant que pour tout P € A, on a ep < E. Nous
séparons la preuve dans deux cas, suivant qu’une majorité de premiers est
ramifiée ou non.

12



4.2.1 Une majorité est ramifiée
Soit A; := {P € A | 2 < ep < E}. Supposons dans un premier temps
que :

N
[A1] > -
4log N

On définit alors S = Upep, Gp et pour tout o € S
Ao)={Pe A |oceGp}.

Considérons le déterminant A := A((ra, Ty);) ou 7 parcourt 'ensemble S
et

N .
Ta = [Cdlog(ND)] si 7L = 1d
T et
_ [cdlog(2D) 1 .
15 = [bglzi(sz)) ZPGA(U) 5} SLTL = 0.

Ce déterminant est de taille L := Y T, = D) .oT, et n'est pas nul
car les Ta, 7 € S, sont 2 2 distincts. Remarquons aussi que

log L < ¢qlog(ND) .
Etudions |A|, pour chaque place v € Mp.

Lemme 4.4 Soit v une place de F'. Alors
— 51 v|oo,
|Aly < L7 Zoes T2 ] max{1, [ral,} Y,
T€S
— 81 vt oo,
Aly < [ max{1, |ral,} ",
TesS
— siv|P avec P € Ay,

_DTq
Al, <p 2p Locap\ta To H max{1, |Toz|v}TT(L71).

T€S
Démonstration. Les deux premieres inégalités sont encore données par

le lemme 3.5. Soit P € A; et supposons que v|P. Fixons 7 € S; si L ¢ Gp,
on a la majoration suivante :

H |t — pa‘TTTp < max{1, ‘TQ‘U}TT > pr Tp H max{1, ’pa|v}TTTp‘
p€ES bes
PFET 2T
Supposons maintenant que 7, = o € Gp\{Id}, on a alors :
H |7'Oé - pa‘TTTp = A;B;

peS
PFET

13



iy iy
Ar= I Irea—pale™ = |f(ra)ls™"

pL=Id
et
T T,
B, = H |Tae — parly™ " .
pjLA1d
pFET

La proposition 3.3 nous fournit la majoration suivante pour A, :

s DT, T, T, T,
A <p <°r max{l,|ral,} 7 H max{1, |pal,} 77,
pL=Id
et nous avons la majoration usuelle pour B; :
Ty ZP‘]L#Id Ty
B; <max{l,|ral,} AT H max{1, |pal,} 7 Tr .
pL#ld

pFET

Donc en faisant le produit pour 7 parcourant S, on obtient :

_Ta T,
’A"UQ <p er ZTULEGP\{Id} H max{1, \7’04‘}2TT s Tr

TES
_DbTyg
<p “er ZUGGP\{Id} T5 H max{l, ’7_04‘}2TT(L—1)7
€S

ce qui acheve la preuve du lemme.

O

Le déterminant A n’étant pas nul, on peut lui appliquer la formule du
produit ; le lemme précédent donne alors :

DT;
H pd.e? ZUGGp\{Id} Ty S LDZGES TgH(O{)2L(L71).
PeAy

En notant A\, := ;‘C—If;, I'inégalité précédente devient :

log N Ao
O;gd Z Z on

e
Pehy oeGp\{1d}  ©

2
< <Z A?,) log L + 2 <Z A(f) Dh(a) . (4.8)

oesS oceS

14



Avec ’égalité suivante :

ZZL z

Peh ocecp\id) ¥ oeS\{Id} PeA(o ep’

on peut réécrire I'inégalité (4.8) :

3 AUAU) ~ eqlog(ND) < 2( 3 )\U)QDh(a)

ceS\{Id} oesS

ou :

log N
Ay =8

e
PeA(o) T

En utilisant la majoration :

202%d?log(N D) log(2D) Z 1

Ao <
- N loglog(5D)

1
Z — | — s log(ND)

(4.10)

valable pour o # Id et les inégalités (4.5) et (4.6) du lemme 4.1, on a :

> logN' 2¢4C%d? log(ND)? log(2D)
7=\ 2d N loglog(5D)

> IOgN Z i 7
~ 4d ep
PeA(o)
d’olt, en minorant Y pe U) - par 1/E,

log N S loglog(5D) log N

As
— 4dE T 8Cd?log(2D)

Remarquons que

S

ceS\{1d} peA(o) PeAy

EDY Z

ceS\{1d} PeA(o

donc

En utilisant la minoration :

Ao 2

C%d%log(N D) log(2D) Z 1
2N loglog(5D)

15
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PeA(o)

1

ep

(4.11)

(4.12)



et (4.12) on obtient :

C%d?1og(N D) log(2
Ao =
Z - 2N loglog(5D) Z Z
ceS\{1d} ceS\{ld} PeA(o

- C%d%log(N D) log(2D) LN

2N loglog(5D) 8log N
_ C%d%log(N D) log(2D)
16loglog(5D) log N
Ainsi, (4.11) donne :
3 AGAU) — ¢4log(ND) > log(ND) . (4.13)

ceS\{Id}

Enfin, en utilisant encore (4.10) et (4.12), on obtient :

Z)\g <14 2C2%d% log(N D) log(2D) Z Z

oeS Nlog log 5D ceS\{1d} PeA(o
2 72
<14 2C*d*log(N D) log(2D) " N (4.14)
N loglog(5D) log N
4C%d?1og(N D) log(2D)
loglog(5D) log N

En injectant (4.13) et (4.14) dans (4.9) et en utilisant (4.5), on a alors :

h(a) cs(log N)? loglog(5D)? S G loglog(5D)*
) = Ddt1og(ND)log(2D)?2 = Dd?log(2D)3

(4.15)

4.2.2 Une majorité n’est pas ramifiée
Soit Ag := {P € A |ep = 1}. Supposons maintenant que :

N
~ 4log N

|Ag| >

Pour tout P € Az, on note ®p le morphisme de Frobenius associé P, i. e.
vérifiant :

Vye O, Ppy=+ mod POy .
Notons I' ’ensemble des premiers rationnels p tels qu’il existe P € As au-
dessus de p. Pour p € T', on définit 3, = {(Pl_gl | P € Ag, Plp}. Notons
également 71,...,7p les D plongements distincts de L(«) dans Q qui pro-
longent l'inclusion L < Q. Considérons le déterminant

A= A((rier, Thi<i<p, (190", 1) per 1 e55,)

16



- N
~ | C2dlog(ND) | "
Ce déterminant est de taille L := D(T + > [5p|) < D(T + [Az]). On a:

log L < ¢7log(ND) .
Etudions |A|, pour chaque place v € Mp.

Lemme 4.5 Soit v une place de F'. Alors

— s1 v|oo,
Al < Lz (T*HA2]) H max{1, |ria,} 7D H H max{1, |7—pa|v}P(L—1)7
1<i<D pel 5,
— si v 1 oo,
Al < H max{1, |rial, } Y H H max{1, |r,al, }PEY
1<i<D Pel o 5,

- 51 v|Q avec Q € Ag,

DT
Al, <q 2 H max{1, |r;al,}TEY H H max{1, [ryal, 7Y
1<i<D Pel 1 o5,

ot q désigne le premier rationnel sous Q.

Démonstration. Les deux premieres inégalités sont encore données par
le lemme 3.5. Soient Q) € Ay et 79 1,...,7Q,p les D prolongements de <I>C_21
L(a). Siv|Q, on a :

|A[,* < A Ar Az Ay

avec
D
T2
A = H |Ti00 — Ty,
i=1 j=1
i
'
Ay = H |7 — 10|y
TpETp, TreXy
(p,mp)#(r,7r)

D
— o — .ol T
A = H H]Tla Tl |y,
i=1

pel, TpeT)p
-1
(rrop)#(220")

D D
A4 = HH|7—i04_7_Q,j04q‘UT

i=1j=1

17



En majorant grossierement chacun des facteurs de A;, A3 et As, on obtient :

A1 < ] max{1,|nal,}?"° P70
1<i<D

As < H max{1, ]Tpa|y}2p(D‘A2|*U

pel, 7,€%,
Az < H max{1, |Tia|v}2DT(|A2‘*1) H max{1, Tpap\v}DT
1<i<D p€el, Tp€Tp

(rro)#(225")

Enfin, si on note encore f le polynéme minimal de o sur L, d’apres la
proposition 3.3 :

d
Ag =[] 1f (rqie)IF

Jj=1

< q T max{1, |rg 0} """ [[ max{1,|ral,}".
1<i<D

Il suffit alors de multiplier ces 4 inégalités pour terminer la démonstration
du lemme.

O
Le déterminant A n’est pas nul car les 7« et 7,0, p € I',7, € 3, sont

2 a 2 distincts. On peut donc appliquer & A la formule du produit ; le lemme
précédent donne alors :

I pr < [P@HA) (2P DT 4 pen, P),
PeAsy

soit

% > logp < (T? + [Ag|)log L+ 2(T + [A2)(T+ > p)Dh(a). (4.16)

PeAs PeAs
Or
8P =94 " LlogN = 160242 log(ND) °

18



Par ailleurs, en utilisant (4.6),

N
T? +|As))log L < 7 ( T? + —— ) log(ND
1+ Mg L < er (724 0 log(VD)

< Al + N log(ND)
= C*d?log(ND)? = loglog(5D) 8

N2
<
~ O%/2d21og(N D)

et

e Es (s a3) (550

PeAs

4N3

< .
~ (log N)?
Finalement, en utilisant (4.5),

ha) cs(log N)? . loglog(5D)>?
= &DNlog(ND) = DN log(2D)

et donc, par le choix de N,

c10 log log(5D)* log log(5D)?

M) 2 75 min <d5 log(2dD)? log(2D)?’ A\d2log(2D) ) (4.17)

4.3 Conclusion de la preuve du théoréeme 1.2

Les inégalités (4.7), (4.15) et (4.17) donnent :

h(a) > A1 hin log log(5D)° loglog(5D) loglog(5D)*
- D d4 10g(2dD)2 10g(2D) ’ d\ T4 log(QD)g ’

log log(5D)* log log(5D)?
d®log(2dD)?log(2D)2’ \d?1log(2D)

ciz log log(5D)* log log(5D)?
— D \ d®log(2dD)?1og(2D)?’ \d?log(2D) |

5 Preuve du théoréeme 1.3

La preuve du théoreme 1.3 est tres similaire celle du 1.2. Choisissons

19



et posons cette fois
_ A%log(2D)?
~ loglog(5D)

ou A = g(d)|A]. On a l'encadrement :
loglog(5D) <log N < ¢13C Aloglog(5D) . (5.18)

Nous noterons encore A I'ensemble des éléments de P dont la norme sur
Q est comprise entre vV N et N. Le résultat principal de [Fr] déj cité dans
I'introduction montre que

ATPN

C S NI 2 og V)2
#{P C Ok tel que Ng/o(P) < N} > (log N)?

ol p est une constante positive. D’ou, en utilisant les mmes arguments que
ceux du lemme 4.2,

A™PN 2c1dvV/ N dlog|A| 2¢1dvV'N S A™PN

Al > - - -
A= (log N)? log N log 2 logN ~ 2(log N)?

Quitte remplacer A par un sous-ensemble, on peut donc supposer

A=PN <Al < A=PN
2(log N)? ~ (log N)?

L’argument du sous-paragraphe 4.1 montre que s’il existe un premier
P € A tel que ep > E, alors :

h(a) log(2D) S A~ Joglog(5D)?
~ 2DNE — D log(2D)3

(5.19)

Supposons de maintenant que pour tout P € A on ait ep < E. Soit,
comme dans le sous paragraphe 4.2.1, Ay := {P € A | 2 < ep < E} et
supposons dans un premier temps,

Ay > A"PN
H= 4(log N)?% °

Reprenons les notations de ce sous-paragraphe, en choisissant :

_ [Cc3Ad?log(2D)? . o
T = [ Tog log(5D)2 si 7, = 1d
T, =
_ | Cdlog(2D) . o
T, = [bglog(w EPeA SILTL =0 ,
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Rappelons I'inégalité (4.9) :

3 )\OAU) — eqlog(ND) < 2( 3 )\U)ZDh(a)

ceS\{Id} oeS

ou :

log N 1
Ay == > — | —arslog(ND).

€
Per(o) T

En utilisant la majoration :
2loglog(5D) 1
A, < = 0898097) -
— C?Adlog(2D) Z
PeA(o)

ep
valable pour ¢ # Id, et ’encadrement (5.18), on a :

A > <logN  2c4log(ND) loglog(5D)> Z 1
P

2d C2?Adlog(2D) vl

loglog(5D) 1
> =2 =2 7
T DS

d’ol1, en minorant }_ pe U) o, bar 1/E,

log log(5D)?
7~ 8d%log(2D) °

En utilisant la minoration :

eN(o

7= 2C%2Ad log 2D ep’

I'inégalité (5.18) et la relation (4.12), on obtient :

—p
Z \ loglog(5D) " A™PN

7= 902 2
e ) 20 Adlog(2D)  4(log N)

loglog(5D) AC=Plog(2D)3

= 2C2Adlog(2D)  42,C2A% log log(5D)?

AC=P=310g(2D)?
 8c2,C4dloglog(5D)?

Ainsi, (5.22) donne :

C—p—3
Z AN > A log(2D)

2 43
oeS\{1d} GderyCd
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et, en utilisant (5.18),

3 AJAU> — ¢ylog(ND) > log(2D) . (5.23)
ceS\{1d}

Enfin, en utilisant encore (5.21), (4.12) et (5.18), on obtient :

2log log(5D N 4A% 1og(2D)?
= log(2D) (log N)?2 — loglog(5D)?
En injectant (5.23) et (5.24) dans (4.9), on a alors :
A5 Jogl D)4
h(a) > 08 10g(5D) (5.25)

~—  Dlog(2D)3

Soit maintenant Ag := {P € A |ep = 1} et supposons :

A™PN

Choisissons :

log log(5D)?

et reprenons les notations du sous-paragraphe 4.2.2. Réécrivons, pour la
commodité du lecteur, I'inégalité (4.16) :

_ [C?’Aleog(QD)T

T
- E logp < (T? + |As|) log L + 2(T + | Ao ) (T + g p)Dh(a) .
d

PeAs PeAs

—p 2 C—p+1 5
T Z log p > Tlog N " A™PN > c16C*A log(2D)
d 2d 4(log N)? log log(5D)*
PeAs
Par ailleurs,

ATPN
———— | log(ND
(log N )2> s D)
. C%A*d?log(2D)*  A®~Plog(2D)?
= log log(5D)% log log(5D)3

(T? + |Ag|) log L < ¢7 <T2 +

> CAlog(2D)

018CAC—p+1 10g(2D)5
log log(5D)*

22



et

(T+ AT+ Y p) < (T+aogsz>2> (Tﬂljgvm)

PeAs
o _AN?
= (log N)*
4A3C log(2D)?
loglog(5D)7
Finalement : n loglog(5D)?
~“19 log log(5D
h(a) > 2
(@) = = og(an)! (5.26)
Le théoreme 1.3 découle des inégalités (5.19), (5.25) et (5.26).
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