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In this article we extend the main result of [2] concerning lower bounds for the exponent
of the class group of CM-fields. We consider a number field K generated by a Salem
number a. If k denotes the field fixed by a +— a~! we prove, under the generalized
Riemann hypothesis for the Dedekind zeta function of K, lower bounds for the relative
exponent er/; and the relative size hp/, of the class group of K with respect to the
class group of k.
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1. Introduction

Soit K un corps CM. Dans [3] nous avons montré (sous GRH) que 'exposant du
groupe de classe de K tend vers l'infini avec le discriminant. Nous nous proposons
ici de généraliser ce résultat a des corps engendrés par un nombre algébrique «
ayant la plupart de ses conjugués sur le cercle unité.

Soit o un nombre algébrique réciproque; donc a~! est un conjugué de o et
I'application a +— a1 s’étend & une Q-involution 7 du corps K = Q(a); soit k le
sous-corps de K fixé par 7. Soient Ex, d, (r1,72) et A respectivement le groupe des
unités, le degré [K : Q], la signature et le discriminant de K. Notons s le nombre
de places archimédiennes v de K tels que |a|, = 1 et posons

= (ri+ro+1—35)/2.
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218 F. Amoroso

Soit enfin®
0 = min{h(u1) + -+ h(u)}

ot h(-) est la hauteur de Weil (logarithmique et absolue) et ot le minimum est pris
sur le sous-groupe

By ={u'""t.q u € Ex}

de rang " (cf. proposition 2.3). Le théoréme principal de cet article donne (sous
GRH) une minoration pour l'exposant relatif ex,, du groupe des classes de K
par rapport a celui de k, i.e. pour le plus petit entier e tel que pour tout idéal
fractionnaire I de K, il existe @ € K tel que («)I¢ soit 'extension d’un idéal
fractionnaire de k. Ce théoréeme donne également une minoration pour le quotient
hx /hy, du nombre de classes de K et de celui de k.

Théoréme 1.1. Soit € > 0; il existe alors une constante C' > 0 et deux réels
C:. >0 et H. > 1, dépendants de e, tels que, sous ' hypothese de Riemann généralisée
pour la fonction zéta du corps K,

max(Cd~!log|A|,C.d*~#)
loglog |A| 4+ r'log(2 4 dd/(r' + 1))

eK/k =

et:

hic _ max(|A|1/1 HE )
hi = (2d6/(r" +1) +4)”

11 est facile de voir quun corps CM peut étre engendré par un nombre algébrique
a ayant tous ses conjugués sur le cercle unité (cf. par exemple [5, proposition 1]).
Le résultat principal de [3] est donc un corollaire de ce théoréeme (avec ' =6 = 0).

Un autre cas remarquable est celui d’'un nombre de Salem «, i.e. un nombre
algébrique réel a > 1 réciproque et tel que tous ses conjugués, a 'exception de a*!
soient de module 1. En effet dans ce cas E; est engendré par o? = a/a~! et donc
" =1et § <2h(a) =2(loga)/d. On obtient donc du théoréme 1.1:

Corollaire 1.2. Soit o un nombre de Salem, K = Q(a) et k = Q(a + a~1). Soit
e > 0; il existe alors une constante absolue C' > 0 et deux réels C. >0 et H. > 1
dépendants de € tels que, sous I'hypothése de Riemann généralisée pour la fonction
zéta du corps K,

max(Cd~ ! log|A|, Ced~¢)
€Kk 2
log log |A] 4 log(log a4+ 2)

aAvec la convention: § = 0 si v’ = 0.
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Chimburg [5] a montré une minoration pour le quotient hg /hy; le théoréme 1.1
donne :
hie _ max(|A|°/1 HE)
hi — 2loga+4

)

minoration légerement plus faible que celle obtenue dans op. cit. avec des méthodes
entierement différentes. Aucun résultat sur 'exposant du groupe des classes d’un
corps engendré par un nombre de Salem n’était apparemment connu.

2. Notations et Préliminaires

Nous étudions dans ce paragraphe des corps engendrés par un nombre réciproque
ayant beaucoup de ses conjugués sur le cercle unité. Les corps CM et les corps
engendrés par un nombre de Salem en sont un exemple.

Soit K un corps de nombres muni d’une Q-involution 7 (i.e. un Q-automorphisme
de Q(«) d’ordre 2) et soit k le sous-corps de K fixé par 7. Soient (r1,72) et (r],r7)
les signatures de K et k respectivement. Notons Ex le groupe des unités de K et
M Pensemble des places de K'; pour toute v € M on note d, = [K, : Q,] et |- |,
la valeur absolue v-adique, normalisée de telle sorte que la formule du produit :

H la|d =1, a€K*
vEMK

soit satisfaite.

Définition 2.1. On note s le nombre des places archimédiennes imaginaires de K
qui sont au dessus d’une place réelle de k. On pose également r’ = (r1 +1r2 — s)/2.

En particulier, si K est un corps CM et 7 est la conjugaison complexe on a
7" = 0, tandis que si o est un nombre de Salem et si 7 est la Q-involution de
K = Q(a) qui envoie a dans o~ !, alors 7/ = 1.

Au dessus d’une place réelle de k il y a ou bien deux places réelles de K, ou bien
une place imaginaire; par ailleurs au dessus d’une place imaginaire il y a une place
imaginaire. Donc :

T_

s=r] —ry/2.

Soit ¢ un plongement imaginaire de K; alors o7 = @ si et seulement si o
prolonge un plongement réel de k. On peut donc numéroter les places de K de la
facon suivante® :

Viyeo oy Upry UITy o oo s Upr T, W1y o ooy We
ot w;jT = w; pour j = 1,...,s. Les places w; sont précisément les places associées

aux plongements o qui satisfont o7 = 7. De plus d,; = dy,, et dy, = 2.

bPour une place archimédienne v associée au plongement ¢ on note vr la place associée & o7.
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Proposition 2.2. Soit a un générateur de K. Alors:

(i) Supposons Ji € {1,...,s} tel que |a|w, = 1. Alors, o™ = o~ etVj € {1,...,s}
on alaly, = 1.
(ii) Supposons a” = a~! et |a|, = 1 pour une place archimédienne v. Alors v €

{wi, ..., ws} etVjie{l,...,s} ona|al,, =1.

Démonstration. Montrons (i). Soient o; (j = 1,...,s) les plongements imag-
inaires du corps K, deux a deux non conjugués, qui prolongent des plonge-
ments réels de k. Par hypothese 3i € {1,...,s} tel que o;(a)7;(cr) = 1 et donc
oi(a™!) =5;(a) = 0;7(a), ce qui implique ! = a”. Soit maintenant

P(z) =2 —bx + ¢,

le polynéme minimal de « sur k; P est a coefficients réels et ses racines sont de
module 1: donc son terme constant vaut 1 et ¢ = 1. Mais alors, si j € {1,...,s}, on
a que 0;(b) € Ret g;(a) € R, d'ou |o;(a)| = 1.

Montrons maintenant (ii). Supposons donc a” = a~ ! et |a|, = 1 pour une place
archimédienne v. Soit o le plongement associée a v. Alors, 7(a) = o(a™!) = o7(a)

et donc & = o7, d'ott v € {w,...,ws}. Le point (i) montre alors que |af,, = 1
pour j € {1,...,s}. O
Soit w € {wn,...,ws}. Il existe alors un générateur o de K/Q tel que ||y, =1

(voir par exemple [4, proposition 1]). La proposition précédente montre en partic-
ulier que pour tout ces o on a:

v|oo, lal, =1 ve{w,...,ws}.
Proposition 2.3. Pour j=1,...,s et pour a € K* on a|a'"7|,, = 1. De plus,
By = {u'""t.qu € Ex}
est un sous-groupe du groupe des unités de rang r'.

Démonstration. La premiere affirmation est clair. Pour montrer la deuxieme,
soit

H= {X € erJrrz tq e e o Lyygry = 0}
et L: Ex — H le plongement logarithmique défini par
L(a) = (dy, loglaly,, ..., dy , loglal,,,,
dy, log |y, 7y .-, dvrl log |a|UT/T7

2log |y, - -, 210g |, ).
Soit également
H/ = {y S RT1+T2t~q~ Y1+ Yi4rr = 00 = Ypr + Yo = 07

Yor'41 =" = Yry4r, = 0}
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et f 'endomorphisme de R™1 72 défini par
f(X) = (1’1 T L4ty ooy Lyt — T2y,
— X1+ T1grry ooy —Tpr + 22,0, ,O).

On vérifie alors que f(H) = H' et (foL)(u) = L(u'~T). Par le théoréme de Dirichlet
L(E%) = f(L(Ek)) est un réseau dans H' et donc Ef; est de rang dim(H') = 1.
O

Nous terminons ce paragraphe avec le lemme suivant qui permet de minorer

hx /hi en fonction de ordre de CI(K)/jCI(k).

Lemme 2.4. Notons j:Cl(k) — CI(K) le morphisme d extension d’idéauz. Alors,

[ker j| < 147",

Démonstration. Nous suivons la preuve du théoreme 10.3 de [8]. Soit I un idéal
de k et supposons j(I) principal dans K, disons j(I) = (o). On a I'™™ = Ok, et
donc a'~™ € Exk. De plus, a'~7 ne dépend pas du représentant de la classe de I
dans Ci(k). Notons

G=ExN(K")'" " = {u € Fx t.q. Ja € K, al™ T = u}

et supposons a'~7 € G2, ot G? = {¢? t.q. g € G}. Il existe donc v € Ey, et 3 € K*
tels que v = A7 et '~ = v2. On en déduit :

(04’()71)177 — Oélf‘rﬂf(lf‘r)2 _ a177ﬂ72(177)

_ al—TU—Z =1

et donc av™! € ket I = (av™1) est principal dans k. On a montré que P'application
ker j — G/G? qui envoie la classe de I dans la classe de o' =7 est injective. Le groupe

G/Ghors est libre de rang < r’ (en effet, dans le notation de la proposition 2.3,
L(G) C H' et donc G est de rang < 77) et donc

kerj| < [G: G?] < 21+,
Nous terminons ce paragraphe avec le lemme suivant :

Lemme 2.5. Soit K un corps de nombres et soit T une Q-involution de K. Soit
ensuite P un idéal premier de O de degré 1 sur Q et non ramifié. Alors, P™ # P.

Démonstration. Analogue & celle du lemme 3.2 de [3]. O
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3. Géométrie des Nombres

Soit, comme dans le paragraphe qui précede, K un corps de nombres muni d’une
Q-involution 7 et Ef = {u!™" t.q. u € Ex} le sous-groupe de rang r’ du groupe
des unités de K.

Définition 3.1. On note®
0 = min{h(uq) + -+ h(u,)}
o h(-) est la hauteur de Weil (logarithmique et absolue) et olt le minimum est pris

sur les familles d’unités de E% multiplicativement indépendantes.

Soit I un idéal fractionnaire de K et v une place non-archimédienne de K,
associé a un idéal premier P de 'anneau des entiers Og. On pose :

11, :p—/\/e(Plp)

ou (p) = PNZ et ou A € Z est 'exposant de P dans la décomposition de I en
produit d’idéaux premiers de Og. On a donc

[T =ovgn

vtoo
et, pour a € K,
laly = |(a)lo-

La proposition suivante permet de construire des nombre algébrique de petite
hauteur.

Proposition 3.2. Supposons qu’il existe v1,...,v € K* et des idéaux
Ii,....I; C Ok

de norme < x tels que les (vj)_llj sotent des extensions didéauz fractionnaires
de k. Soient ensuite m et N deuz entiers strictement positifs et tels que:

mN" < t.
Alors il existe m + 1 indices jo, j1,--.,Jm € {1,...,t} deux d deux distincts et des
unités uy, ..., um € B tels que:
2logx )
h(uy; Tyt < —
( 5 Vo ) < [K:Q]+N
pouri=1,...,m.
Démonstration. Soient uy, ..., u,s des unités multiplicativement indépendantes

de El telles que:

¢Avec la convention: § = 0 si ' = 0.
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et soient v1,...,v, les places définie dans la discussion qui suit la définition 2.1.
Notons £’ : K* — R™ T'application définie par
/
L (a) = (dvj 1Og|a|vj )j:Lm,T"

Les vecteurs L'(u1),...,L (u,) sont alors linéairement indépendants. Notons
également :

P = {Alﬁl(’u,l) 4+ -4 /\TIL/(U,T/) t.q. 0 S )\17 ceey )\7-/ < 1}

Quitte a remplacer les v1,...,7: par w7y, .., Wy avec wy, ... wy € Ex, on peut
supposer que

L) L) eP.

Par le principe des tiroirs, il existe m + 1 indices jo, j1,...,Jm € {1,...,t} deux a
deux distincts et un vecteur a € P, tels que:

COLT L) LT €at NP,
Remarquons que si o« € K* et f=a'~", alors:

Zdv 1Og+ |ﬂ|v = H‘Cl(ﬁ)”l

v|oo
ol || - |l1 est la norme L;. Soit i € {1,...,m}; on a donc:
Z dy log™ |'Y;;T'Y;—071|v = ”L/('le‘:T'Y;—Oil)Hl

v|oo

< UL )l o+ 1 ) )

K
= S ) + -+ h(up)

doit
K : Q]
N

> dylogt v T e < 6. (3.1)
v|oo

. 1— 1—
Remarquons maintenant que, pour v { 0o, on a |'yj "o = |Ij 7|y car

() T = () )T = Ok

Donc
log | ™y Hw = (log | L, v — log L, |v) — (log 17, |, — log |1}, |.,)
< —log|ljy|v — log |17 |,
car les I; sont des idéaux entiers. Soit ¢ € {1,...,m}; on a alors,
Z d, log* |'Y;;T'Y;071|v < Z dy(—log |1, | — log |I.;—L lv)
vfoo vtoo

< 2logx
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qui donne, avec la majoration (3.1),

o 2logx o
h(’yjlm Tio 1) <

K:Q N 0

Remarque 3.3. Si K est un corps CM et 7 est la conjugaison complexe, alors
r" = 0. Dans ce cas limite, la proposition 3.2 reste valable trivialement. Plus
précisément, on obtient :

log

(K : Q]

h(v;77) <

J

pour j =1,...,t.

4. Taille de Certains Groupes des Classes

Soit G un groupe abélien fini; rappelons la définition suivante (cf. [3]). Pour [ entier
strictement positif notons Mg(1) le plus petit entier A tel que pour tout g1, ...,
g1 € G il existe p1,...,p; € Z tels que:

(i) (p1,--sp) #(0,...,0);

(i) gi" -+ g =1

(i) 32, logl < A.

On déduit d’une minoration de la fonction M (1) des renseignements sur I’exposant
eq = min{e € N* t.q. Vg € G, g° =1}

du groupe G et sur son cardinal |G|. En effet,
Ma(l)=ec et Mg(G]) <2 (4.2)

(cf. [3, lemma 5.1]).

Proposition 4.1. Soit K un corps de nombre de degré d = [K : Q] et discrimi-
nant A. Soit T une Q-involution de K. Soient r' et & comme dans la définition 3.1,
et soit ¢ > 0. Il existe alors une constante absolue C > 0 et un réel C. > 0
dépendant de € tels que, sous I'hypothese de Riemann généralisée pour la fonction
zéta du corps K,

- max(Cd ! log|A|, Ced~¢)

~ logl + loglog |A| 4+ " log(2 + dé/(r' + 1))
ot j:Cl(k) — CI(K) est le morphisme d’extension. De plus, si K/Q est abélienne,
alors on peut choisir ¢ =0 dans (4.3).

Meiryjeir) (1) (4.3)

Démonstration. Nous reprenons largement les arguments de la preuve du
théoréme 1.1 de [3]. Posons G = CI(K)/jCl(k). On peut évidemment supposer
e < 1/2. Remarquons également qu’il suffit de montrer qu'’il existe une constante
C’" > 0 et un réel C. > 0 tels que,

max(C’(d~!log |A| — logd), C.d'~¢)
~ logl+loglog |A| + ' log(2 + dd/(r" + 1))

M
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En effet, si log |A] > 2dlogd, alors
1
C'(d log |A| —logd) > §C'al_1 log |A|
tandis que, si log |A| < 2dlogd,
4
d'log|A| < 2logd < —d* ¢,
e

(I) Montrons 'inégalité :

Me(l) > C'(d 'log|A| —logd) .

logl + loglog|A| + r'log(2 + dd/(r' + 1))
Une application standard de la version effective du théoréeme des nombres premiers
dans un corps de nombres (voir [6] avec L = K), montre que, sous GRH, il existe
des constantes absolues et effectives c1, co > 0 telles que pour tout K et tout réel
T avec

a > ¢1(log |A[)?(loglog [A])*

il existe au moins cglx(log x)~ ! idéaux premiers C Ok de norme < x, de degré 1
sur Q et non ramifiés (voir [2, lemme 2.1]). Notons

t=1+(1+[do/(" +1)])"
et soit c3 > 1 tel que logiﬁ > ¢o. Chosissons
x = czltdlog(ltd) + c1 (log |A])*(loglog |A])*;
on a en particulier x > c3ylogy > e, ou 'on a noté y = ltd > 3, et donc:

- csylogy csylogy
z(logz)~t > >
loga)™ 2 log(csylogy) ~ loges +2logy
Remarquons qu’il y a au plus d premiers distincts dans O au dessus d’un premier

> coy = coltd.

rationnel; il existe donc It premiers rationnels distincts p;; < x et It idéaux premiers
Pij - OK (Z = 1,...,[; j = 1,...,t) tels que Pij NZ = (pij) et 6(P1j|pij) =
f(Pijlpij) =1pouri=1,...,let j =1,...,t Soit g;; la classe de P;; dans G et
supposons qu’il existe des relations non triviales

g gl =1, (=1,....1)
avec p;j € Z. Soit A = max; Y . |pi;|; donc pour j = 1,...,¢ il existe y; € K*
tel que
('Yj)_lelJ L. Pl?lj

soit Pextension d’un idéal fractionnaire de norme < z4 de k.
Choisissons m = 1 et N = 1+[dd/(r'+1)] dans la proposition 3.2; cette derniere
nous assure l'existence d’une unité u € E% et de deux indices jo, j1 € {1,...,t}

avec jo # j1 tels que la hauteur de o = uy}:“y}ofl satisfasse :

/
ha) < 2Alogxd+r +1.
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Remarquons que :
logz < cq(log(ltd) + loglog |A|)
d’o, en utilisant la minoration log|A| > ¢sd et en remplagant ¢ par sa valeur,
logx < ¢g(log(lt) + loglog |Al)
< c7(logl + loglog |A| + 7' log(2 + dé/(r' +1))).
On a donc:

logl + loglog|A| + r'log(2 + dd/(r" + 1))

hia) < csA y

Montrons maintenant :

Sour-Lemme 4.2. « est un générateur de K.

Démonstration. Il est suffisant de montrer que [Q(a) : Q] > d. Quitte &
renuméroter les indices, on peut supposer p = pyj, # 0. Soit L la cloture ga-
loisienne de K dans Q et notons P = P; j,. Le lemme 3.1 de [3] nous assure que
POy, possede au moins d conjugués distincts

Ul(POL), e ,Ud(POL).

Supposons que pour certains ¢,k € {1,...,d} on ait a” = a~. Alors:

HUL Pl TO Pi,jq (PT 10 )pi,jo

,J1 2,Jo

—HUK Pl TO 91,71 (PT 10 )piyjo.

51 2,J0

Les P;; NZ sont distincts et donc la relation précédente donne en particulier :
o, (P'"70L)" = 0. (P'"TOL)".
Donc :
0,(POL) 0, (P7OL)" = 0,(P"O0L) 0, (POL)".

Par le lemme 2.5, P # P7 et donc POy, et P"Oyp, sont premiers entre eux. On en
déduit que :

O'L(POL) = UK(POL)7
d’ot1 ¢ = k. Donc « possede au moins d conjugués distincts et [Q(a) : Q] >d. 0

Nous avons montré que « est un générateur de K ; un résultat de J. Silverman
(voir [7, theorem 2, p. 397] avec F = Q, n =1, ap = 1 et a3 = «) donne alors la
minoration :

d~tlog|A| —logd
h .
(@)= ——= 07

(4.5)
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Le résultat désiré découle de 4.4 et 4.5.

(IT) Montrons maintenant I'inégalité :

nglfe
MG(I) > .
log! + loglog |A| + 7' log (24 d&/(r' + 1))
Pour ce faire, rappelons d’abord le résultat principal de [1]: si aq,...,qa;, € K*

sont multiplicativement indépendants,

nax h(as) > co(m)~rd=/ ™ log(3d) "+

.m
ol k(m) > 0. Posons maintenant m = [1/¢] + 1. Donc:
co(m)d"/™ log(3d)*™) < ¢1(e)ds.
Posons aussi N = 1+ [d6/(r' +1)], t = 1 +mN" et
x = 2c3lmt log(Im) + ¢ (log | A])?(log log | A])*.
Le résultat de [6] déja utilisé dans la partie I de la preuve, montre qu’il existe 2lmt
idéaux premiers distincts P;; C Ok (i =1,...,1; j =1,...,2mt) de norme < z, de
degré 1 sur Q et non ramifiés. Nous pouvons supposer F;; # P, pour (i,5) # (4, 7)
et 1 <j,j’ < mt. De plus P;; # Pig par le lemme 2.5 et donc
P;# Py, (i =1,...6jj =1... mt. (4.6)
Soit g;; la classe de Pj; dans G et supposons qu'il existe des relations multiplicatives
gy gy =1 (G=1,...,mt)
avec pi; € Z et (pij,...,p1;5) # (0,...,0) pour j = 1,...,mt. Soit A =
max; y . |pij|; donc pour j =1,...,mt il existe v; € K* tel que
o A
(1) PLY . PO
soit Pextension d’un idéal fractionnaire de norme < z4 de k.

La proposition 3.2 nous assure l'existence de m + 1 indices jo,Jj1,.-.,im €

{1,...,t} deux & deux distincts et de certaines unités ui,...,u,, € Ef tels que

les hauteurs des o = usv;:ijTofl satisfassent :

/
has) < 2Alogxd—|—r +1

pour s = 1,...,m. Comme dans la premiere partie de la preuve,

logz < ¢11(log(lmt) + loglog |Al)

< c12(e)(logl + loglog |A] + ' log(2 + d& /(7" + 1))).
On a donc:
Jmax h(a)
logl +loglog |A| + 7' log(2 + do/(r" + 1))

S 2612(E)A d . (47)
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Montrons que a, . . . , auy, sont multiplicativement indépendants. En effet, supposons
par Pabsurde af* - - agm =1 avec ey, ..., e, € Z. Donc:

m
I (werjm 7)™ =1
s=1

En utilisant la définition des 7;, on en déduit une relation multiplicative dans

Spec(Ok)

m

p1js (1=7) prj. (1=7)\ % _ PLjo (1=7) prjo (1—r)\ T Fem
11 (Pljs By, ) = (Pljoo Bt ) :
s=1

La condition (4.6) nous assure que e; = --- = e,, = 0. Le résultat principal de [1]
donne alors:

max  h(as) > cio(e) " td e, (4.8)

s=1,....m
Le résultat désiré découle de (4.7) et (4.8).
(IIT) Enfin, si K/Q est abélienne, on peut utiliser la minoration de la hauteur

montrée dans [2] a la place du résultat principal de [1], ce qui permet, comme dans
la preuve du théoreme principal de [3], de pouvoir choisir € = 0. O

Remarque 4.3. Soit I' le groupe des Q-automorphismes de K et soit ¢ =
> rer ¢-T € Z[I']. Notons

ol = 37 I .
Tel
Soit r’ le rang du sous-groupe ¢(Ek) de Ex et 6 = min{h(uy) + -+ + h(u)},
le minimum étant pris sur les familles d’unités de ¢(Ek) multiplicativement
indépendantes. Les résultats de la proposition 4.1 se géneralisent a des familles
de corps K tels qu’il existe ¢ € Z[I'] qui satisfait
|@ll17" log(dé/(r" + 1) 4+ 2) = o(d). (4.9)
En particulier (4.9) implique
¢l < d.

Il serait intéressant d’exhiber des exemples de familles des corps (autres que les
corps considérés dans cet article) satisfaisants cette derniere inégalité.

5. Preuves du Théoréme 1.1
On applique la proposition 4.1 en tenant compte des relations (4.2). On obtient
donc :
- max(Cd~!log|A|,C.d*~¢)
Ik = loglog A + 1/ log (2 + d5/(r' + 1))

€K
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et, en prenant | = |CI(K)/jCl(k)|,

9> max(Cd~!log|A|, C.dt~#)
~ logl +loglog |A| 4 r'log (2 + dé /(1" + 1))

Le lemme 2.4 montre que log(hg /hi) > logl — (' + 1)log2; donc:

max(Cd ' log |Al, C.d" %) — loglog|A|

—r'log(2+dd/(r' +1)) — (r' + 1) log 2
> c13max(Cd ™ log|Al, C-d' =) — ' log(4 + 2d§/(r' + 1)) ,

N | =

log(hg /hi) >

d’olt la minoration annoncée pour hg /hy. O
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