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1. Introduction. Nous poursuivons ici l’étude amorcée dans [Amo-
Dvo] des applications des minorations de la hauteur de Weil à l’étude des
groupes de classes d’idéaux G des corps de nombres. Dans op. cit. nous
avons montré, sous GRH, que l’exposant du groupe de classe d’un corps
CM tends vers l’infini avec le discrimant ; plus précisement (1) :

Théorème 1.1. Soit K/Q un corps CM et soit EK l’exposant de son
groupe de classes d’idéaux. Alors pour tout ε > 0 et pour tout entier l ≥ 1,
on a, sous l’hypothèse de Riemann généralisée pour la fonction zêta du
corps K,

EK ≥ C1(ε)
max{d−1

K log |∆K | − log dK , d1−ε
K }

log log |∆K |
,

où C1(ε) est une fonction positive, effectivement calculable, de ε. De plus,
si K/Q est abélien, alors

EK ≥ C1
max{d−1

K log |∆K | − log dK , d1−ε
K }

log log |∆K |
,

où C1 est une constante positive et effectivement calculable.

Nous généralisons ici ce théorème au cas de corps de nombres quelcon-
ques. Bien évidemment on verra alors apparâıtre un terme responsable de
la structure du groupe des unités de K ; à la différence des résultats clas-
siques (théorème de Brauer–Siegel) le théorème principal de cet article fait
apparâıtre une quantité δK (minimum de la somme des hauteurs de Weil
d’un système d’unités multiplicativement indépendantes) qui semble plus
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(1) Dans cet article, on note dK , |∆K |, RK respectivement le degré, la valeur absolue

du discriminant et le régulateur de K. On note également hK et EK le nombres de classes
et l’exposant du groupe de classes de K.
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fine que le régulateur du corps K et vérifie

RK ≤ (4δK)r, δK ≤ 158r! r3/2(log dK)RK ,

où r est le rang de O∗K .
Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 1.2. Soit K un corps de nombres et soit EK l’exposant de
son groupe de classes d’idéaux. Alors, sous l’hypothèse de Riemann généra-
lisée pour la fonction zêta du corps K, on a

EK ≥ C2
d−1
K log |∆K | − log dK

log log |∆K |+ dK log(δK + 2)
,

où C2 est une constante positive et effectivement calculable. En particulier ,

EK ≥ C2(dK)
log |∆K |

log log |∆K |+ log RK
,

où C2(dK) est une fonction positive et effective.

Ce théorème peut être vu comme un analogue pour l’exposant de la
célèbre minoration hKRK � |∆K |1/2−ε conjecturée par Siegel et démontrée
par Brauer (cf. [Bra]).

Plusieurs auteurs ont construit des familles infinies de corps de nombres
K de petit degré dont l’exposant satisfait (sous GRH)

(1.1) EK �
log |∆K |

log log |∆K |
.

Par exemple, Murty (cf. [Mur, paragraphe 7]) montre que les exposants des
groupes des classes des corps K = Q(

√
m2 + 1) (où m est un entier stricte-

ment positif tel que m2 + 1 est sans facteurs carrés) satisfont, sous GRH,
(1.1). De même, Louboutin (cf. [Lou1], [Lou2] et [Lou3]) construit trois
familles infinies de corps cubiques K (non galoisiens et non totalement réels,
galoisiens et totalement réels, non galoisiens et totalement réels respective-
ment) dont l’exposant satisfait à nouveau (toujours sous GRH) l’inégalité
(1.1) (et, de plus, détermine les corps K de ces familles avec EK ≤ 3).

En 1956, Ankeny, Brauer et Chowla (voir [Ank-Bra-Cho]) ont montré
l’existence d’une famille infinie de corps de nombres K de signature donnée
et dont le nombre de classes est très grand : hK � |∆K |1/2−ε. Nous générali-
sons ici ce résultat à l’exposant :

Corollaire 1.3. Soient d ≥ 2 et r1, r2 ≥ 0 entiers tels que r1+2r2 = d.
Alors, sous l’hypothèse de Riemann généralisée, il existe une infinité de
corps de nombres K de signature (r1, r2) et tels que

EK ≥ C3(d)
log |∆K |

log log |∆K |
,

où C3(d) est une fonction positive et effective.
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2. Géométrie des nombres. Soient K un corps de nombres de signa-
ture (r1, r2) et r = r1 + r2 − 1 le rang de son groupe des unités O∗K . Pour
toute place v de K on note dv = [Kv : Qv] et | · |v la valeur absolue v-adique,
normalisée de telle sorte que la formule du produit

∏

v

|α|dv = 1 (α ∈ K∗)

soit satisfaite. Dans la suite on suppose que les places archimédiennes v | ∞
sont ordonnées (d’une façon arbitraire).

Notons L :K∗ → Rr+1 le plongement logarithmique

L(α) = (dv log |α|v)v|∞ (α ∈ K∗),
H l’hyperplan {a ∈ Rr+1 : a0 + a1 + · · ·+ ar = 0} et e0 = (dv/[K : Q])v|∞.
Remarquons que pour tout α ∈ K∗ on a

L(α) = (log |NK
Q α|)e0 + (π ◦ L)(α),

où π : Rr+1 → H est la projection

π(a) = a−
( r∑

j=0

aj

)
e0 (a ∈ Rr+1).

Notons ‖·‖1 la norme L1 sur Rr+1 et h(·) la hauteur de Weil (logarithmique
et absolue). On a alors :

Lemme 2.1. Pour toute unité u ∈ O∗K on a

[K : Q]h(u) =
1
2
‖L(u)‖1.

De plus, si γ1, γ2 ∈ OK ne sont pas nuls, alors

[K : Q]h(γ1γ
−1
2 ) ≤ max{log |NK

Q γ1|, log |NK
Q γ2|}+

1
2
‖(π ◦ L)(γ1γ

−1
2 )‖1.

Démonstration. Pour montrer la première assertion, il suffit de remar-
quer que

∑

v|∞
dv log+ |u|v =

1
2

∑

v|∞

∣∣dv log |u|v
∣∣ =

1
2
‖L(u)‖1.
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Montrons la deuxième. Notons α = γ1γ
−1
2 . Alors

∑

v|∞
dv log+ |α|v =

1
2

(∑

v|∞
dv log |α|v +

∑

v|∞

∣∣dv log |α|v
∣∣
)

=
1
2

(log |NK
Q α|+ ‖L(α)‖1)

=
1
2

(log |NK
Q α|+ ‖(log |NK

Q α|)e0 + (π ◦ L)(α)‖1)

≤ 1
2

(
log |NK

Q α|+
∣∣log |NK

Q α|
∣∣+ ‖(π ◦ L)(α)‖1

)

= log+ |NK
Q α|+

1
2
‖(π ◦ L)(α)‖1.

Par ailleurs, en utilisant la formule du produit,
∑

v-∞
dv log+ |α|v ≤

∑

v-∞
dv(− log |γ2|v) = log |NK

Q γ2|.

Donc

[K : Q]h(α) ≤ log |NK
Q γ2|+ (log |NK

Q γ1| − log |NK
Q γ2|)+ +

1
2
‖(π ◦ L)(α)‖1

= max(log |NK
Q γ1|, log |NK

Q γ2|) +
1
2
‖(π ◦ L)(α)‖1.

Soit maintenant U un sous-groupe de O∗K d’indice fini. La proposi-
tion 2.3, clef de notre travail, fait intervenir d’une façon naturelle la quantité

δU = min
u1,...,ur∈U

{h(u1) + · · ·+ h(ur)},

où le minimum est pris sur les familles d’unités multiplicativement indé-
pendantes (2).

Remarquons que si U ⊆ V sont deux sous-groupes de O∗K d’indice fini
alors δV ≤ δU ; on pose δK = δO∗K .

Lemme 2.2. On a RU ≤ (4δU )r et

δU ≤ 158r! r3/2(log d)RU ,

où d = [K : Q] et où r est le rang de O∗K .

Démonstration. Soit u1, . . . , ur un système de générateurs de U/Utors tel
que

h(u1) + · · ·+ h(ur) = δU .

On a

RU ≤
∣∣∣∣det

(
(dv log |uj |v)v|∞, j=1,...,r

(dv/d)v|∞

)∣∣∣∣.

(2) On remarquera que le minimum est atteint sur un système de générateurs de O∗K .
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En utilisant l’inégalité d’Hadamard et l’inégalité algébro-géométrique, on en
déduit que

RU ≤
(∑

v|∞
(dv/d)2

)1/2 r∏

j=1

{∑

v|∞
(dv log |uj |v)2

}1/2
≤

r∏

j=1

{∑

v|∞
dv
∣∣log |uj |v

∣∣
}

=
r∏

j=1

{2dh(uj)} ≤
(

2d
r

r∑

j=1

h(uj)
)r
≤ (4δU )r,

ce qui montre la première assertion. Montrons maintenant la seconde. Soit
π̃ : Rr+1 → Rr la projection sur les r premières cordonnées. On vérifie
immédiatement que Λ = (π̃ ◦ L)(U) est un réseau de Rr et que Vol(Rr/Λ)
= RU . Rappelons aussi que

Vol({a ∈ Rr : ‖a‖1 ≤ 1}) = 2r/r!.
Le théorème de Minkowski assure donc l’existence de r unités multiplica-
tivement indépendantes u1, . . . , ur ∈ U telles que

r∏

i=1

‖(π̃ ◦ L)(ui)‖1 ≤ r! RU .

Si a ∈ H, on a ‖a‖1 ≤ 2‖π̃(a)‖1, et donc, par la première assertion du
lemme 2.1,

(2.1)
r∏

i=1

h(ui) ≤ r! d−rRU .

Le raffinement de T. Loher et D. Masser (cf. [Loh-Mas, Corollary 3.1]) d’un
résultat de E. M. Matveev ([Mat]) donne

r−1∏

i=1

h(ui)−1 ≤ 58(r − 1)! er

(r − 1)r−1 dr log d ≤ 58e
√
r dr log d.

Supposons h(u1) ≤ · · · ≤ h(ur) ; on a donc

δU ≤ h(u1) + · · ·+ h(ur) ≤ rh(ur) ≤ r(58e
√
r dr log d)r! d−rRU

≤ 158r! r3/2(log d) RU .

Remarquons que dans certains cas on peut considérablement améliorer
la majoration de δU du lemme précédent. Par exemple, si K est un corps
totalement réel, alors

h(α) ≥ c :=
1
2

log
1 +
√

5
2

∈ ]0, 1[

pour tout α ∈ K\{−1, 0, 1}, et donc l’argument du lemme 2.2 conduit à la
majoration suivante :

δU ≤ rc−(r−1)r! d−rRU ≤ (d− 1)3/2(1.53)d−2RU ,

où l’on a utilisé r = d−1 et les inégalités r! ≤ rr+1/2e−(r−1) et (ec)−1 ≤ 1.53.
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Remarquons par ailleurs que quelquefois il est plus simple de majorer di-
rectement δU . Par exemple, soient q une puissance d’un nombre premier, ζq
une racine primitive q-ième de l’unité et K = Q(ζq + ζ−1

q ) le sous-corps réel
maximal du q-ième corps cyclotomique. Notons U le groupe des unités cy-
clotomiques ; on sait alors (voir [Was, Lemma 8.1]) que U/Utors est engendré
par

ξa = ζ(1−a)/2
q

1− ζaq
1− ζq

pour a ∈ ]1, q/2[ entier premier avec q. On a h(ξa) ≤ 2 log 2 et donc

δU ≤ (2 log 2)r,

où r = rang(U) = rang(O∗K) = 1
2φ(q)− 1.

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition qui nous permet de
construire des nombres algébriques de petite hauteur à partir d’un nombre
suffisant d’entiers algébriques de petite norme. Sa preuve repose sur une
application standard du principe de tiroirs.

Proposition 2.3. Soient x ≥ 1 réel , t ≥ 2 entier et U un sous-groupe
de O∗K de rang r. Supposons qu’il existe des entiers algébriques non nuls
γ1, . . . , γt ∈ OK tels que |NK

Q γi| ≤ x (i = 1, . . . , t). Soient ensuite m et N
deux entiers strictement positifs et tels que

mNr < t.

Alors il existe une unité u ∈ U et m + 1 indices i0, i1, . . . , im ∈ {1, . . . , t}
deux-à-deux distincts et tels que

h(uγijγ
−1
i0

) ≤ log x
[K : Q]

+
δU
N

pour j = 1, . . . ,m.

Démonstration. Soit u1, . . . , ur un système de générateurs de U/Utors tel
que

h(u1) + · · ·+ h(ur) = δU

et notons

P = {λ1L(u1) + · · ·+ λrL(ur) : 0 ≤ λ1, . . . , λr < 1} ⊆ H.
Quitte à remplacer les γ1, . . . , γt par v1γ1, . . . , vtγt avec v1, . . . , vr ∈ U , on
peut supposer que

(π ◦ L)(γ1), . . . , (π ◦ L)(γt) ∈ P.
Par le principe des tiroirs, il existe m + 1 indices i0, i1, . . . , im ∈ {1, . . . , t}
deux-à-deux distincts et un vecteur a ∈ P tels que

(π ◦ L)(γi0), (π ◦ L)(γi1), . . . , (π ◦ L)(γim) ∈ a+N−1P.
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On a donc, par la première partie du lemme 2.1,
1
2
‖(π ◦ L)(γijγ

−1
i0

)‖1 ≤
1

2N
(‖L(u1)‖1 + · · ·+ ‖L(ur)‖1)

= [K : Q]N−1(h(u1) + · · ·+ h(ur)) = [K : Q]N−1δU

pour j = 1, . . . ,m. En utilisant la deuxième partie du lemme 2.1, on en
déduit que

[K : Q]h(γijγ
−1
i0

) ≤ max{log |NK
Q γi0 |, log |NK

Q γij |}+ [K : Q]N−1δU

≤ log x+ [K : Q]N−1δU

pour j = 1, . . . ,m.

3. Preuve du théorème 1.2. Soit G un groupe fini ; pour l entier
strictement positif notons MG(l) le plus petit entier A tel que pour tout
g1, . . . , gl ∈ G il existe a ∈ Zl \{0} tel que ga1

1 · · · gall = e et
∑
j |aj | ≤ A.

En particulier, MG(1) est l’exposant du groupe G. Dans ce paragraphe
nous démontrons la proposition suivante, dont le théorème 1.2 est un cas
particulier :

Proposition 3.1. Soit K un corps de nombres et soit G son groupe
de classes d’idéaux. Alors, sous l’hypothèse de Riemann généralisée pour la
fonction zêta du corps K, on a

MG(l) ≥ C4
d−1
K log |∆K | − log dK

log l + log log |∆K |+ dK log(δK + 2)
,

où C4 est une constante positive et effectivement calculable.

Démonstration. Une application standard de la version effective du
théorème des nombres premiers dans un corps de nombres (voir [Lag-Odl]
avec L = K) montre que, sous GRH, il existe des constantes absolues et
effectives c1, c2 > 0 telles que pour tout K et tout réel x avec

x ≥ c1(log |∆K |)2(log log |∆K |)4

il existe au moins c−1
2 x(log x)−1 idéaux premiers de norme ≤ x, de degré 1

sur Q et non ramifiés (voir [Amo-Dvo, Lemma 2.1]). Notons t = [δK+2]r, où
r est le rang de O∗K , et soit c3 ≥ 1 tel que c3/(log c3 + 2) ≥ c2. Choisissons

x = c3ltdK log(ltdK) + c1(log |∆K |)2(log log |∆K |)4 ;

on a en particulier x ≥ c3y log y ≥ e, où l’on a noté y = ltdK ≥ 3, et donc

x(logx)−1 =
c3y log y

log(c3y log y)
≥ c3y log y

log c3 + 2 log y
≥ c2y = c2ltdK .

Remarquons qu’il y a au plus dK premiers distincts dans OK au-dessus
d’un premier rationnel ; il existe donc lt premiers rationnels distincts pij ≤ x
et lt idéaux premiers Pij ⊆ OK (i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , t) tels que Pij ∩Z =
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(pij) et e(Pij |pij) = f(Pij |pij) = 1 pour i = 1, . . . , l et j = 1, . . . , t. Soit gij
la classe de Pij dans G et supposons qu’il existe des relations multiplicatives
non triviales

g
a1j
1j · · · g

alj
lj = e (j = 1, . . . , t)

avec aij entiers. Soit A = maxj
∑
i |aij | ; donc, pour j = 1, . . . , t,

P
a1j
1j · · ·P

alj
lj = (γj)

est un idéal principal de norme ≤ xA. Choisissons m = 1, N = [δK + 1]
et U = O∗K dans la proposition 2.3 ; cette dernière nous assure l’existence
d’une unité u ∈ O∗K et de deux indices j0, j1 ∈ {1, . . . , t} avec j0 6= j1 tels
que la hauteur de α = uγj1γ

−1
j0

satisfasse

h(α) ≤ A log x
dK

+ 1.

Remarquons que

log x ≤ c4(log l + log t+ log dK + log log |∆K |),
d’où, en utilisant la minoration log |∆K | ≥ c6dK et en remplaçant t par sa
valeur,

log x ≤ c5(log l + dK log(δK + 2) + log log |∆K |).
On a donc

(3.1) h(α) ≤ c6A
(

log l + log log |∆K |
dK

+ log(δK + 2)
)
.

Montrons maintenant que α est un générateur de K. Pour cela, il est
suffisant de montrer que [Q(α) : Q] ≥ dK . Quitte à renuméroter les indices,
on peut supposer a1,j1 6= 0. Soit L la clôture galoisienne de K dans Q ; le
lemme 3.1 de [Amo-Dvo] nous assure que P1,j1OL a au moins dK conjugués
distincts σ1(P1,j1OL), . . . , σdK (P1,j1OL). Supposons que pour certains ι, κ ∈
{1, . . . , dK} on ait σι(α) = σκ(α). Alors

σι(P1,j1OL)a1,j1σι(P1,j0OL)−a1,j0 · · ·σι(Pl,j1OL)al,j1σι(Pl,j0OL)−al,j0

= σκ(P1,j1OL)a1,j1σκ(P1,j0OL)−a1,j0 · · ·σκ(Pl,j1OL)al,j1σκ(Pl,j0OL)−al,j0 .

Les Pij ∩Z sont distincts et donc la relation précédente donne en particulier

σι(Pi,j1OL) = σκ(Pi,j1OL),

d’où ι = κ. On en déduit que α a au moins dK conjugués distincts et donc
[Q(α) : Q] ≥ dK .

Un résultat de J. Silverman (voir [Sil, Theorem 2, p. 397] avec F = Q,
n = 1, α0 = 1 et α1 = α) donne alors

(3.2) h(α) ≥ d−1
K log |∆K | − log dK

2(dK − 1)
.

Le résultat désiré découle de (3.1) et (3.2).
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En remarquant que MG(hK) ≤ 2 (voir [Amo-Dvo, Lemma 5.1]), on
déduit de cette proposition une minoration explicite (sous GRH) du nombre
de classes (3) :

log hK � d−1
K log |∆K | − dK log(δK + 2).

Plus généralement, on peut déduire de la proposition 3.1 des renseigne-
ments sur les diviseurs élémentaires

λn |λn−1 | · · · |λ1

du groupe des classes G :

Corollaire 3.2. Pour tout j ∈ {1, . . . , n + 1} et sous l’hypothèse de
Riemann généralisée pour la fonction zêta du corps K, on a :

λj log
(
λ1 · · ·λj−1

λj−1
j

(δK + 2)dK log |∆K |
)
� d−1

K log |∆K | − log dK ,

où l’on a noté λn+1 = 1.

Démonstration. Voir la preuve du corollaire 1.2 de [Amo-Dvo].

4. Minoration de l’exposant dans certaines familles infinies.
Dans ce paragraphe nous démontrons le corollaire 1.3 ; sa preuve s’appuie
sur la construction de Ankeny, Brauer et Chowla (voir [Ank-Bra-Cho]). La
minoration du discriminant ci-dessous est inspirée à un travail récent de Bilu
et Luca ([Bil-Luc]).

Soient d ≥ 2 et r1, r2 ≥ 0 entiers tels que r1 + 2r2 = d. Si r2 = 0, on fixe
r1 − 1 entiers deux-à-deux distincts a1, . . . , ar1−1 et on considère la famille
de polynômes

fN (x) = 1 +
r1∏

λ=1

(x− aλ), ar1 = N ∈ N.

Si r2 ≥ 1, on fixe r1 entiers deux-à-deux distincts a1, . . . , ar1 et r2−1 entiers
positifs deux-à-deux distincts ar1+1, . . . , ar1+r2−1 et on considère la famille
de polynômes

fN (x) = 1 +
r1∏

λ=1

(x− aλ)
r1+r2∏

µ=r1+1

(x2 + aµ), ar1+r2 = N ∈ N.

D’après [Ank-Bra-Cho] (lemme 1 et preuve du théorème 1 si r2 = 0 ; preuve
du théorème 1∗ si r2 ≥ 1) ce polynôme est irréductible, le corps des nombres
KN engendré par une de ses racines a signature (r1, r2) et de plus

RKN ≤ c8(d)(logN)d−1.

(3) Signalons que S. Bessassi [Bes] a récemment obtenu, avec des techniques analy-
tiques classiques, des minorations meilleures.
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Par ailleurs, un résultat de Sprindzhuk ([Spr, Lemma 8.6.4]) montre qu’il
existe au moins M/d! entiers N avec M ≤ N ≤ 2M tels que les corps
des nombres KN sont deux-à-deux non isomorphes. Le nombre de corps de
nombres deux-à-deux non isomorphes de degré d dont la valeur absolue du
discriminant est ≤ X étant borné par c9(d)X(d+2)/4 (voir [Coh, Proposition
9.3.4]), on en déduit que pour une infinité d’entiers N on a

|∆KN | ≥ c10(d)N4/(d+2).

Le théorème 1.2 montre alors que, sous GRH,

EKN ≥ c11(d)
log∆KN

log log∆KN

pour une infinité d’entiers N .

Addendum. Signalons qu’une version faible de la Proposition 2.3 ap-
parâıt dans [Abl, lemme 2.2].
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Reçu le 21.3.2003
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