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The following problem arises immediately. If ε is a positive quantity, to
find a polynomial of the form

f(x) = xr + a1x
r−1 + · · · + ar

where the a’s are integers, such that the absolute values of the product of
those roots of f which lie outside the unit circle, lies between 1 and 1 + ε.

D. H. Lehmer [6, page 477]
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5.3 Preuve du théorème de Loher . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Bibliographie 56

ii



Chapitre 1

Mesure de Mahler

1.1 Mesure de Mahler d’un polynôme

Etudier la complexité d’un nombre algébrique α peut se faire en don-
nant une mesure de complexité de son polynôme minimal sur Z (i.e. le seul
polynôme irréductible, à coefficients entiers rationnels, de coefficient domi-
nant positif, s’annulant en α). Pour mesurer la complexité d’un polynôme

F (X) = aDXD + aD−1X
D−1 + · · · + a0

à coefficients dans Z, une approche standard consiste à utiliser les différentes
normes définies sur C[X] :

‖F‖1 = |a0| + · · · + |aD| ,

‖F‖2 =
√

|a0|2 + · · · + |aD|2 ,

‖F‖∞ = max(|a0|, . . . , |aD|) ,

|F |1 = max
|z|=1

|F (z)| ,

que l’on nomme respectivement longueur, norme quadratique (ou euclidi-
enne), hauteur (ou hauteur näıve), et norme de la convergence uniforme
sur la boule unité 1. Les relations parmi ces normes sont résumées dans la
proposition suivante :

1. Les notations utilisées ici ne sont pas les notations classiques. L’usage veut que l’on
note L(F ) la longueur du polynôme F et H(F ) sa hauteur näıve. Cependant, nous avons
souhaité réserver les notations H et h pour la hauteur de Weil que nous introduirons au
chapitre 2.
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Proposition 1.1.1 Pour tout polynôme F ∈ C[X] de degré au plus D, nous
avons

‖F‖∞ ≤ ‖F‖2 ≤ |F |1 ≤ ‖F‖1 ≤ (D + 1)‖F‖∞ .

Toutes ces relations sont évidentes, à l’exception peut-être de l’inégalité
‖F‖2 ≤ |F |1. Cette dernière découle cependant du lemme suivant, que l’on
démontre facilement à l’aide de la formule de Parseval.

Lemme 1.1.2 Pour tout polynôme F ∈ C[X], on a :

‖F‖2
2 =

1

2π

∫ 2π

0
|F (eit)|2dt ,

Il est clair que chacune des normes introduites mesure en un certain
sens la complexité d’un polynôme à coefficients entiers F (par exemple, la
longueur donne une idée du nombre de chiffres nécessaires à l’écriture de
F ), cependant il serait préférable de disposer d’une mesure canonique (en
un sens que nous préciserons par la suite) de la complexité d’un polynôme.

Nous allons définir, pour cela, la mesure de Mahler qui répondra à
cette exigence, en ayant en plus des propriétés arithmétiques suffisamment
agréables :

Définition 1.1.3 Soit F ∈ C[X] un polynôme non nul et notons

F (X) = a(X − α1) · · · (X − αD)

sa factorisation dans C. On appelle mesure de Mahler de F et l’on note
M(F ) le nombre réel défini par :

M(F ) = |a|
D∏

j=1

max(1, |αj |) .

On note aussi M(0) = 1.

La mesure de Mahler d’un polynôme F est donc le produit de son co-
efficient dominant et des modules de ses racines en dehors du disque unité
(avec leur multiplicité).

Définition 1.1.4 Soit α un nombre complexe algébrique. On appelle mesure
de Mahler de α, et l’on note M(α) la mesure de Mahler du polynôme mi-
nimal sur Z de α.
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On déduit de la définition de la mesure de Mahler les propriétés suivantes
valables pour tout F , G ∈ C[X] :

1. M(FG) = M(F )M(G).

2. M(F ) est minorée par la valeur absolue du coefficient dominant de F .

3. M(F (Xn)) = M(F ), pour tout entier n ≥ 1.

4. M(F ∗) = M(F ), où F ∗ désigne le polynôme réciproque de F (défini
par F ∗(X) = Xdeg(F )F (X−1)).

La mesure de Mahler avait déjà été introduite par de nombreux auteurs
(notamment par D. H. Lehmer [6] ; nous reviendrons sur la contribution
de cet auteur au chapitre 3), mais elle est connue sous ce nom depuis une
série d’articles de K. Mahler parus dans les années 1960 et relatifs à cette
quantité. Le théorème suivant qui donne une expression analytique de la
mesure de Mahler d’un polynôme, est l’un des résultats élégants montrés
par K. Mahler :

Théorème 1.1.5 Soit F ∈ C[X], nous avons :

M(F ) = exp

(
1

2π

∫ 2π

0
log
(
|F
(
eit
)
|
)
dt

)

.

Preuve. On pourrait facilement déduire cette formule en utilisant la formule
de Jensen d’analyse complexe. Nous allons en donner, suivant Mahler, une
preuve élémentaire. Posons

M̃(F ) = exp

(
1

2π

∫ 2π

0
log
(
|F
(
eit
)
|
)
dt

)

.

Nous avons déjà remarqué que la mesure de Mahler est multiplicative, et il
est immédiat qu’il en est de même pour la fonction M̃ . De plus, M(a) =
|a| = M̃(a) pour tout a ∈ C∗. Pour montrer le théorème, il suffit donc de
prouver que pour tout α ∈ C, nous avons M̃(X − α) = M(X − α). Il est
même suffisant de vérifier cette dernière assertion pour α ∈ R+. En effet,
pour α = reiθ ∈ C, avec r ∈ R+ et θ ∈ [0, 2π[, nous avons d’une part
M(X − α) = max(1, |α|) = max(1, r) = M(X − r), et d’autre part

log(M̃(X − α)) =
1

2π

∫ 2π

0
log |eit − α|dt

=
1

2π

∫ 2π

0
log |ei(t−θ) − r|dt

=
1

2π

∫ 2π+θ

θ
log |eit − r|dt = log(M̃ (X − r)) .
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Posons

I(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log |eit − r|dt .

Il nous faut montrer que I(r) = log max(1, r). Pour cela, nous allons prouver
que I(r2) = 2I(r) pour tout r ∈ R+.

I(r2) =
1

2π

∫ 2π

0
log |eit − r2|dt

=
1

4π

∫ 4π

0
log |eit − r2|dt

=
1

4π

∫ 2π

0
log |e2is − r2|2ds (En posant t=2s)

=
1

2π

∫ 2π

0
log |eis − r|ds +

1

2π

∫ 2π

0
log |eis + r|ds

= I(r) + I(−r)

= I(r) + I(r) (car −r = reiπ)

= 2I(r) .

En particulier, pour r = 1, nous obtenons I(1) = I(12) = 2I(1) et par
suite I(1) = 0 = log max(1, 1).

Par récurrence, nous déduisons de ce qui précède que pour n ∈ N∗, nous
avons I(r2n

) = 2nI(r). De plus, nous avons

|r2n − 1| ≤ |eit − r2n | ≤ r2n

+ 1 ,

et, en intégrant cette inégalité, on obtient :

1

2n
log |r2n − 1| ≤ I(r2n

)

2n
︸ ︷︷ ︸

≤ 1

2n
log |r2n

+ 1| .

I(r)

En faisant tendre n vers +∞, nous trouvons, pour r < 1,

I(r) = 0 = log 1 = log max(1, r) ,

et pour r > 1,
I(r) = log r = log max(1, r) .

�
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1.2 Majorations de la mesure de Mahler en fonc-

tion des normes ‖F‖1, ‖F‖2, ‖F‖∞, |F |1
Nous pouvons maintenant comparer la mesure de Mahler avec les normes

introduites au début du paragraphe précédent.
Commençons par majorer cette mesure en fonction des normes ‖F‖1,

‖F‖2, ‖F‖∞, |F |1. Au vue de la proposition 1.1.1, il suffit de majorer M(F )
en fonction de la norme euclidienne ; le résultat plus précis que l’on connait
est le suivant :

Théorème 1.2.1 (Landau) Pour tout polynôme F ∈ C[X], nous avons

M(F ) ≤ ‖F‖2 . (1.1)

Preuve. Soit F ∈ C[X] un polynôme de degré D ≥ 1,

F (X) = aDXD + aD−1X
D−1 + · · · + a0 = aD

D∏

i=1

(X − αi) ,

et posons :

G(X) = F (X)
∏

|αj |>1

B(X;αj) = aD

∏

|αj |>1

(αjX − 1)
∏

|αj |≤1

(X − αj) ,

où l’on a noté :

B(X;α) =
αX − 1

X − α
.

(facteur de Blasckhe). On vérifie immédiatement que |B(z;α)| = 1 si |z| = 1,
d’où |F (z)| = |G(z)| pour tout |z| de module 1, et donc, par le lemme 1.1.2,

‖F‖2
2 =

∫ 1

0
|F (e2πiθ)|2dθ =

∫ 1

0
|G(e2πiθ)|2dθ = ‖G‖2

2 .

Par ailleurs, le coefficient dominant bD de G satisfait :

|bD| = |aD|
∏

|αj |>1

|αj | = M(F ) ,

et donc :
‖F‖2 = ‖G‖2 ≥ |bD| = M(F ) .

�
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En utilisant la proposition 1.1.1, on déduit du théorème 1.2.1 les majo-
rations :

M(F ) ≤ ‖F‖1 , (1.2)

M(F ) ≤ |F |1 , (1.3)

M(F ) ≤
√

deg(F ) + 1 ‖F‖∞ . (1.4)

Remarquons que l’inégalité (1.2) (et donc les autres) se déduit aussi
directement à l’aide du théorème 1.1.5.

L’inégalité de Landau (1.1) ne peut être améliorée puisque, par exemple,
pour tout entier D ∈ N∗, nous avons M(XD) = ‖XD‖2 = 1. De même, les
inégalités (1.2) et (1.3) sont optimales (choisir à nouveau F (X) = XD). Par
contre, nous ne savons pas si l’inégalité (1.4) est optimale. Cependant, A.
Durand a montré que, pour tout entier D, il existe un polynôme F de degré
D, tel que

‖F‖∞ = 1 et M(F ) ≥
√

D + 1 − log D

2
.

1.3 Minorations de la mesure de Mahler en fonc-

tion des normes ‖F‖1, ‖F‖2, ‖F‖∞, |F |1
Nous allons maintenant minorer la mesure de Mahler en fonction des

normes introduites au début du paragraphe 1.1. Pour ce faire, nous avons
besoin du lemme suivant :

Lemme 1.3.1 Soit F (X) = aDXD + aD−1X
D−1 + · · · + a0 ∈ C[X] un

polynôme de degré D. Pour j = 1, . . . ,D, nous avons

|aj | ≤
(

D

k

)

M(F ) .

Preuve. Ecrivons la factorisation de F dans C :

F (X) = aD

D∏

j=1

(X − αi) .

6



En utilisant les formules de Newton sur les fonctions symétriques élémen-
taires, nous obtenons :







aD−1 = −aD

D∑

j=1

αj

aD−2 = aD

∑

1≤j<k≤D

αjαk

...

a0 = (−1)DaD

D∏

j=1

αj

D’où, pour j = 1, . . . D,

|aj | ≤ |aD|
(

D

j

) D∏

j=1

max(1, |αj |)

≤
(

D

j

)

M(F ) .

�

En utilisant ce lemme, on en déduit :

Théorème 1.3.2 Pour tout polynôme F ∈ C[X] de degré ≤ D, nous avons

‖F‖2 ≤
(

2D

D

)1/2

M(F ) , (1.5)

|F |1 ≤ 2DM(F ) , (1.6)

‖F‖1 ≤ 2DM(F ) , (1.7)

‖F‖∞ ≤
(

D

[D/2]

)

M(F ) , (1.8)

où [x] désigne la partie entière de x.
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Preuve. Pour montrer (1.5), (1.7) et (1.8), il suffit d’appliquer le lem-
me 1.3.1 et les formules

D∑

i=0

(
D

i

)2

=

(
2D

D

)

,

D∑

i=0

(
D

i

)

= 2D ,

max
i=0,... ,D

(
D

i

)

≤
(

D

[D/2]

)

respectivement. L’inégalité (1.6) se déduit de |F |1 ≤ ‖F‖1 (cf proposi-
tion 1.1.1) et de (1.7).

�

Les inégalités (1.5), (1.6), (1.7) et (1.8) sont optimales, comme on peut
le voir en considérant pour tout entier D, le polynôme F (X) = (X + 1)D.

Terminons ce paragraphe par la remarque suivante : soit

F (X) = aD

D∏

i=1

(X − αi)

un polynôme à coefficients complexes de degré D et posons, pour tout entier
n ∈ N∗,

Fn(X) = an
D

D∏

i=1

(X − αn
i ) .

Remarquons que Fn est de degré D pour tout n ∈ N∗. D’après les résultats
précédents, nous avons pour tout n ∈ N∗,

M(F ) = M(Fn)1/n ≤ ‖Fn‖1/n
1 ≤ (2D)1/nM(Fn)1/n = 2D/nM(F ) .

En faisant tendre n vers l’infini, nous obtenons :

lim
n→+∞

‖Fn‖1/n
1 = M(F ) .

8



Puisque l’ensemble C[X]D des polynômes de C[X], de degré inférieur à
D, est un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes définies sur
C[X]D sont équivalentes, et nous obtenons :

Proposition 1.3.3 Soit F ∈ C[X] un polynôme de degré D et soit ‖ ·‖ une
norme définie sur l’espace vectoriel C[X]D. Alors

lim
n→∞

‖Fn‖1/n = M(F ) .

�

1.4 Théorème de finitude de Northcott

Grâce aux estimations du paragraphe précédent, nous allons pouvoir
énoncer un théorème élémentaire, mais très important d’un point de vue
théorique.

Théorème 1.4.1 (Théorème de finitude de Northcott) Soit D ∈ N∗

et soit M0 ∈ R+. L’ensemble des nombres algébriques de degré borné par D
et de mesure de Mahler bornée par M0 est fini.

Preuve. Nous savons que pour tout polynôme F de degré inférieur à D
nous avons

‖F‖∞ ≤
(

D

[D/2]

)

M(F ) .

Nous en déduisons que chaque nombre algébrique de degré borné par D et
de mesure de Mahler bornée par M0 est racine d’un polynôme irréductible
F de hauteur näıve inférieure à

(
D

[D/2]

)

M0 .

Le nombre de tels polynômes étant inférieur à

[

2

(
D

[D/2]

)

M0 + 1

]D+1

,

nous en déduisons que le cardinal des nombres algébriques de degré borné
par D et de mesure de Mahler bornée par M0 est inférieur à

D

[

2

(
D

[D/2]

)

M0 + 1

]D+1

.
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Le théorème de Northcott permet d’obtenir le résultat suivant, implicite
dans le théorème des unités de Dirichlet, et mis en évidence par L. Kronecker
en 1857 ([5]).

Corollaire 1.4.2 Soit α ∈ Q
∗
, alors M(α) = 1 si et seulement si α est une

racine de l’unité.

Preuve. Supposons que α soit une racine de l’unité, alors le polynôme mini-
mal F de α sur Z est un polynôme cyclotomique; donc F (X) =

∏D
j=1(X−αj)

avec |αj | = 1 pour tout j ∈ {1, . . . ,D}, et M(F ) = 1.
Réciproquement, soit α un complexe non nul tel que M(α) = 1. Pour

tout n ∈ N∗, nous avons M(αn) = 1. En effet, puisque M(α) = 1, α est un
entier algébrique et tous ses conjugués sont de module ≤ 1, et il en est de
même de αn pour tout entier n ∈ N∗. Notons D le degré de α. Pour tout
n ∈ N∗, nous avons [Q(αn) : Q] ≤ D. Par le théorème 1.4.1, nous déduisons
de ces deux assertions qu’il existe deux entiers n et m avec n 6= m et tels
que

αn = αm,

et donc que α est une racine de l’unité.
�
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Chapitre 2

Hauteur logarithmique de

Weil d’un nombre algébrique

2.1 Valeurs absolues sur un corps commutatif

Définition 2.1.1 Soit K un corps commutatif. Une valeur absolue sur K
est une application | · | : K −→ R≥0 vérifiant les trois propriétés suivantes :

1) pour tout x ∈ K on a |x| = 0 si et seulement si x = 0 ;

2) pour tout x, y ∈ K on a |xy| = |x||y| ;
3) pour tout x, y ∈ K on a |x + y| ≤ |x| + |y|.

Si de plus, 3) est renforcée en :

3’) pour tout x, y ∈ K on a |x + y| ≤ max(|x|, |y|)
la valeur absolue est dite ultramétrique. Dans le cas contraire, la valeur
absolue est dite archimédienne.

Une valeur absolue | · | sur un corps commutatif K vérifie les propriétés
immédiates suivantes :

1. |1| = 1 ;

2. toute racine de l’unité ω dans K vérifie |ω| = 1 ;

3. si | · | est ultramétrique, alors pour tout x, y ∈ K vérifiant |x| 6= |y|,
nous avons |x + y| = max(|x|, |y|).

Remarque. Supposons que le corps commutatif K soit le corps de fractions
d’un anneau A. S’il existe une application | · | de A dans R≥0 vérifiant pour
tout x, y ∈ A les propriétés 1), 2) et 3) de la définition 2.1.1, alors | · | définit
de façon unique une valeur absolue sur K. Si, de plus, | · | vérifie pour tout

11



x, y ∈ A la propriété 3’) de la définition 2.1.1, alors | · | définit une valeur
absolue ultramétrique sur K.

Définition 2.1.2 Soit K un corps commutatif. Une valuation sur K est
une application v : K −→ R ∪ {∞} vérifiant les trois propriétés suivantes :

1) pour tout x ∈ K on a v(x) = ∞ si et seulement si x = 0 ;

2) pour tout x, y ∈ K on a v(xy) = v(x) + v(y) ;

3) pour tout x, y ∈ K on a v(x + y) ≥ min(v(x), v(y)).

Si v est une valuation sur un corps commutatif K, et si a désigne un réel
> 1, alors l’application définie par :

| · | K −→ R∗
+

x 7−→ |x| =

{
0 si x = 0

a−v(x) si x 6= 0

est une valeur absolue ultramétrique sur K, appelée valeur absolue associée
à v. Nous utiliserons désormais la convention : a−∞ = 0 pour tout réel
a strictement positif. Réciproquement, si | · | est une valeur absolue ul-
tramétrique sur un corps commutatif K, et si b désigne un réel strictement
positif, alors l’application définie par :

v K −→ R ∪ {∞}
x 7−→ v(x) =

{
∞ si x = 0

−b log |x| si x 6= 0

est une valuation sur K. Nous utiliserons désormais la convention : b log 0 =
−∞, pour tout réel b strictement positif.

La démonstration de la prochaine proposition est immédiate.

Proposition 2.1.3 Soit K un corps commutatif, et soit v une valuation
sur K.

1) A = {x ∈ K | v(x) ≥ 0} est un sous-anneau de K appelé anneau de
valuation de K.

2) Pour tout x ∈ K on a x ∈ A ou x−1 ∈ A

3) K est le corps de fractions de A.

4) A∗ = {x ∈ K | v(x) = 0}.
5) M = {x ∈ K | v(x) > 0} est le seul idéal maximal de A. Le corps

A/M s’appelle corps résiduel de K.

12
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Dans le cas d’un corps commutatif K muni d’une valeur absolue ul-
tramétrique | · | définie à partir d’une valuation v comme dans la remarque
précédente (i.e. | · | = a−v(·) pour un réel a > 1), les ensembles

A = {x ∈ K, |x| ≤ 1} et M = {x ∈ K, |x| < 1} ,

ne dépendent pas du choix de a et sont respectivement l’anneau de valuation
de K et l’idéal maximal de A, pour la valuation v.

Définition 2.1.4 Soit K un corps commutatif, et soient | · |1 et | · |2 deux
valeurs absolues sur K. On dit que | · |1 et | · |2 sont équivalentes, et l’on
note | · |1 ∼ | · |2, si et seulement si elles définissent la même topologie d’es-
pace métrique. On appelle place de K toute classe d’équivalence de valeurs
absolues de K. On note enfin MK l’ensemble des places de K non triviales.

Proposition 2.1.5 Soit K un corps commutatif, et soient | · |1 et | · |2 deux
valeurs absolues sur K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. les valeurs absolues | · |1 et | · |2 sont équivalentes ;

2. on a {x ∈ K, |x|1 < 1} = {x ∈ K, |x|2 < 1} ;

3. il existe un nombre réel a > 0 tel que |x|1 = |x|a2 pour tout x ∈ K.

Preuve. Montrons tout d’abord que l’assertion 1 est équivalente à l’asser-
tion 2. L’assertion 2 affirme que les deux valeurs absolues | · |1 et | · |2 ont les
mêmes boules ouvertes pour les distances d1 et d2 qu’elles induisent. Elles
définissent donc la même topologie, et par définition, les deux valeurs ab-
solues | · |1 et | · |2 sont équivalentes. Réciproquement, supposons que | · |1 et
| · |2 sont équivalentes, et notons

Mj = {x ∈ K, |x|j < 1}

pour j = 1, 2. Puisqu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
élément λ de R∗

+ soit strictement inférieur à 1, est que la suite (λn)n∈N

tende vers 0, un élément x de K appartient à Mj si et seulement si la suite
(xn)n∈N converge vers 0 dans K pour la topologie induite par | · |j . Les
topologies induites par | · |1 et | · |2 étant équivalentes, nous en déduisons que
M1 = M2.

Montrons que les assertions 2 et 3 sont équivalentes. Le fait que la
troisième assertion entrâıne la deuxième est immédiat par la positivité du
réel a, et il suffit de montrer que si M1 = M2, avec les notations qui
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précèdent, alors il existe un réel a > 0 tel que pour tout x ∈ K, |x|1 = |x|a2.
Notons M = M1 = M2. Si M est réduit à {0}, les deux valeurs absolues | · |1
et | · |2 sont triviales, donc | · |1 = | · |2, et le choix a = 1 convient. Dans le
cas contraire, considérons y ∈ M , y 6= 0, et posons

a =
log |y|1
log |y|2

.

Nous avons a > 0, puisque l’hypothèse y ∈ M implique log |y|j < 0 pour
j = 1, 2. Soit x ∈ K∗, et soient m,n ∈ Z. Pour j = 1, 2, nous avons

n log |x|j < m log |y|j ⇐⇒ |x|nj < |y|mj
⇐⇒

∣
∣
∣
∣

xn

ym

∣
∣
∣
∣
j

< 1

⇐⇒ xn

ym
∈ M

et cette dernière condition est indépendante de j. Pour n,m ∈ Z, nous avons
donc :

n log |x|1 < m log |y|1 ⇐⇒ n log |x|2 < m log |y|2 ,

d’où :
log |x|1
log |y|1

=
log |x|2
log |y|2

.

Nous avons montré que |x|1 = |x|a2 pour tout x ∈ K∗, ce qui achève la preuve
de l’équivalence des deux dernières assertions, et par conséquent celle de la
proposition.

�

En particulier, deux valeurs absolues sur un corps de nombres K associées
à la même valuation sont équivalentes. Cela justifie la définition suivante :

Définition 2.1.6 Soit K un corps commutatif, et soient v1 et v2 deux val-
uations sur K. On dit que v1 et v2 sont équivalentes, et l’on note v1 ∼ v2

si et seulement si les valeurs absolues associées à v1 et v2 sont équivalentes.

On déduit alors de la proposition 2.1.5 le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.7 Soit K un corps commutatif, et soient v1, v2 deux valua-
tions sur K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. v1 et v2 sont équivalentes;

2. {x ∈ K, v1(x) > 0} = {x ∈ K, v2(x) > 0} ;

3. il existe un nombre réel a > 0 tel que v1(x) = av2(x) pour tout x ∈ K.

�

14



2.2 Valeurs absolues sur Q

Outre la valeur absolue triviale et la valeur absolue usuelle, notée | · |∞,
on peut associer à tout nombre premier p une valeur absolue ultramétrique
sur Q.

Définition 2.2.1 Pour tout premier p, on définit une valuation vp en posant,
pour x ∈ Q∗,

x = pvp(x) a

b
,

avec a et b deux entiers non divisibles par p.
On définit également la valeur absolue p-adique | · |p en posant, pour tout

rationnel x, |x|p = p−vp(x).

Il est clair que les valeurs absolues p-adiques, la valeur absolue usuelle,
et la valeur absolue triviale, sont 2 à 2 non équivalentes. Nous allons mon-
trer (théorème d’Ostrowski) que toute valeur absolue non triviale sur Q
est équivalente soit à une valeur absolue p-adique, soit à la valeur absolue
usuelle.

Lemme 2.2.2 Soit |·| une valeur absolue sur Q telle qu’il existe un premier
p tel que |p| < 1, alors pour tout entier non nul n ∈ N∗, |n| ≤ 1.

Preuve. Soit n ∈ N∗ un entier non nul fixé. Pour tout entier non nul k ∈ N∗,
considérons le développement p-adique de nk :

nk = ck,0 + ck,1p + · · · + ck,hk
phk

où les ck,j sont des entiers satisfaisant 0 ≤ ck,j < p pour j = 0, . . . , hk, et
ck,hk

6= 0. Nous avons donc nk ≥ phk , d’où :

hk ≤ k
log n

log p
.

Posons d’autre part, M = max(1, |2|, . . . , |p − 1|), alors, puisque |p| < 1,

|n|k = |nk| ≤ M(1 + hk)

et

|n| ≤
(

1 + k
log n

log p

)1/k

M1/k ,

pour tout entier k ∈ N∗. En faisant tendre k vers +∞, le membre de droite
de cette dernière inégalité tend vers 1, d’où :

|n| ≤ 1 .

�
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Lemme 2.2.3 Soit |·| une valeur absolue sur Q telle qu’il existe un premier
p tel que |p| < 1, alors pour tout premier q, q 6= p, nous avons |q| = 1.

Preuve. Soit q un premier différent de p. D’après le lemme 2.2.2, nous
avons |q| ≤ 1. Supposons par l’absurde |q| < 1. Pour tout entier k ∈ N∗, le
théorème de Bézout nous assure l’existance de deux entiers λk et µk ∈ Z
tels que

λkp
k + µkq

k = 1 .

Par le lemme 2.2.2, nous avons alors

1 ≤ |λk| |pk| + |µk| |qk| ≤ |pk| + |qk| ,

pour tout k ∈ N∗, et faisant tendre k vers l’infini, le terme de droite tend vers
0, ce qui amène la contradiction recherchée, et achève la preuve du lemme.

�

Lemme 2.2.4 Soit | · | une valeur absolue sur Q telle qu’il existe un entier
n ∈ N∗ tel que |n| > 1, alors pour tout entier x ≥ 2,

log |x|
log x

≤ log |n|
log n

.

Preuve. Soit n ∈ N∗ tel que |n| > 1 et soit x, k ∈ N∗. Considérons le
développement en base n de xk :

xk = ck,0 + ck,1n + · · · + ck,hk
nhk

où les ck,j sont des entiers satisfaisants 0 ≤ ck,j < n pour tout j = 0, . . . , hk,
et ck,hk

6= 0. Nous avons donc

hk ≤ k
log x

log n
.

Posons M = max(1, |2|, . . . , |n − 1|) ; on a alors

|x|k = |xk| ≤ M(1 + |n| + · · · + |n|hk) = M
|n|hk+1 − 1

|n| − 1
.

Donc pour tout k ∈ N∗,

|x| ≤
(

|n|1+k log x/ log n − 1

|n| − 1

)1/k

M1/k ,
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et en faisant tendre k vers l’infini dans le terme de droite, nous obtenons

|x| ≤ |n|
log x

log n ,

ce qui achève la preuve du lemme.
�

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème d’Ostrowski.

Théorème 2.2.5 Soit | · | une valeur absolue non triviale sur Q, alors

1. S’il existe n ∈ N∗ tel que |n| < 1, alors il existe un premier p et un
réel a ∈ ]0, 1[ tel que |x| = avp(x) pour tout x ∈ Q.

2. Dans le cas contraire (i.e. |n| ≥ 1 pour tout n ∈ N∗), il existe un réel
a ∈ ]0, 1] tel que | · | = | · |a∞.

Preuve.

1. Soit n un entier tel que |n| < 1. Il existe donc un diviseur premier
de p tel que |p| < 1 (puisque dans le cas contraire nous obtiendrons
|n| ≥ 1). Posons a = |p| ∈ ]0, 1[ et écrivons, pour x ∈ Q∗,

x = pvp(x) r

s
,

avec r et s entiers premiers avec p. Par le lemme 2.2.3, tous les facteurs
premiers q divisant r ou s vérifient |q| = 1, et donc :

|x| = avp(x) .

2. Par hypothèse, il existe n ∈ N∗ tel que |n| > 1. Nous avons donc

0 < log |n| ≤ log(|1| + · · · + |1|
︸ ︷︷ ︸

n termes

) ≤ log n ,

et en posant a = log |n|
log n , nous avons a ∈ ]0, 1]. Il nous suffit de vérifier

que pour tout x ∈ N∗, nous avons |x| = xa. Soit donc x ∈ N∗ ; si
|x| > 1, nous obtenons en appliquant deux fois le lemme 2.2.4 :

log |x|
log x

=
log |n|
log n

.

et |x| = |x|a∞. Si |x| ≤ 1, alors, par hypothèse, |x| = 1 et :

|nx| = |n||x| = |n| > 1

d’où, pour ce qui précède, |nx| = |nx|a∞. Comme |n| = |n|a∞, on obtient
à nouveau |x| = |x|a∞.

�
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Nous terminons ce paragraphe avec la formule du produit dans Q :

Proposition 2.2.6 Pour tout x ∈ Q∗, nous avons

|x|∞
∏

p premier

|x|p = 1.

Preuve. Il suffit de montrer le résultat pour tout x ∈ Z. Soit donc x un
entier ; par le théorème fondamental de l’arithmétique, nous avons :

|x|∞ =
∏

p premier

pvp(x) =
∏

p premier

|x|−1
p .

�

2.3 Valeurs absolues sur un corps de nombres

Nous allons étudier dans cette section les valeurs absolues sur un corps
de nombres. Soit K un corps de nombres; à chaque plongement σ de K dans
C, nous pouvons associer une valeur absolue archimédienne normalisée | · |σ
en posant pour tout x ∈ K,

|x|σ = |σ(x)|∞

où | · |∞ désigne la valeur absolue archimédienne usuelle sur C. Remarquons
que, si τ est le plongement de K dans C complexe conjuguée de σ (i.e.τ(x) =
σ(x)) alors clairement | · |σ = | · |τ . Nous admettrons le théorème suivant qui
caractérise les valeurs absolues archimédiennes d’un corps de nombres.

Théorème 2.3.1 Soit K un corps de nombres.

1. Soient σ et τ deux plongements de K dans C. Alors, les valeurs ab-
solues | · |σ et | · |τ sont équivalentes si et seulement si τ = σ ou τ = σ .

2. Toute valeur absolue archimédienne sur K est équivalente à une valeur
absolue | · |σ, pour un certain plongement σ de K dans C.

�

Avant de définir des valeurs absolues ultramétriques de K, nous aurons
besoin de faire quelques rappels sur la factorisation dans l’anneau des entiers
d’un corps de nombres.

Soient K et L deux corps de nombres avec K ⊆ L. Soient aussi p et q

deux idéaux premiers de K et L respectivement, tels que q | p. On appelle
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indice de ramification de q sur p, et l’on note e(q, p), le plus grand entier e
tel que

qe | p .

On appelle aussi degré d’inertie de q sur p, et l’on note f(q, p), l’entier défini
par

f(q, p) = [OL/q : OK/p].

L’indice de ramification et le degré d’inertie sont multiplicatif dans une tour
d’extension : si K ⊆ L ⊆ F sont trois corps de nombres et p, q et f sont trois
idéaux premiers de K, L et F respectivement, tels que f | q | p, alors

e(f, p) = e(f, q) × e(q, p)

et
f(f, p) = f(f, q) × f(q, p) .

Rappelons également la notion de norme d’un idéal. Soit K un corps de
nombre et I un idéal de OK . On appelle norme de I et l’on note N(I)
l’indice de I dans OK . La norme est une fonction multiplicative : si I et
J sont deux idéaux d’un corps de nombres, alors N(IJ) = N(I)N(J). Si
I = (α) un idéal principal de K, alors N(I) = |NK

Q (α)|. Enfin, si p un idéal

premier de K au dessus d’un premier rationnel p, alors N(p) = pf(p,p).
Rappelons enfin le théorème de factorisation dans l’anneau des entiers

d’un corps de nombres :

Théorème 2.3.2 Soient K et L deux corps de nombres avec K ⊆ L. Soit
p un idéal premier de OK , et soit

pOL = q
e(q1,p)
1 q

e(q2,p)
2 . . . q

e(qk,p)
k ,

la décomposition de l’idéal p en produit d’idéaux premiers de OL. Alors

k∑

j=1

e(qj , p)f(qj , p) = [L : K].

�

Nous pouvons désormais définir, de façon analogue aux valeurs absolues
p-adiques sur Q, des valeurs absolues ultramétriques sur un corps de nom-
bres.

Définition 2.3.3 Soit K un corps de nombres, et soit p un idéal premier
non nul de OK . Notons p le premier rationnel en dessous de p.

1. On appelle valuation p-adique, l’application qui à tout x ∈ K∗ non nul
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associe :

vp(x) =
λ

e(p, p)
,

où λ ∈ Z est l’exposant de p dans la décomposition de (x) en produit
d’idéaux premiers de OK .

2. On appelle valeur absolue p-adique sur K, l’application :

| · |p : K −→ R

x 7−→ p−vp(x) .

Nous admettrons le théorème suivant qui caractérise les valeurs absolues
ultramétriques non triviales d’un corps de nombres.

Théorème 2.3.4 Soit K un corps de nombres.

1. Les valeurs absolues | · |p (p ⊆ OK idéal premier non nul) sont 2 à 2
non équivalentes ;

2. Toute valeur absolue ultramétrique non triviale sur K est équivalente
à une valeur absolue | · |p, avec p ⊆ OK idéal premier non nul.

�

Soit K un corps de nombres. En utilisant, ce qui précède nous allons
choisir pour toute place v ∈ MK un représentant normalisé | · |v de la classe
d’équivalence de v. Si v est une place archimédienne (ce que l’on notera v|∞),
toute valeur absolue de v est équivalente à une valeur absolue | · |σ, où σ est
l’un des plongements du corps K dans C (on dira dans la suite que la place
v est associée à σ). Nous choisissons donc naturellement pour représentant
de v la valeur absolue | · |v = | · |σ. Si v est une place ultramétrique (ce que
l’on notera v ∤ ∞), toute valeur absolue de v est équivalente à une valeur
absolue | · |p, où p est un idéal premier de OK (on dira de même que v est
associée à p). Nous choisissons, là encore naturellement, pour représentant
de v la valeur absolue | · |v = | · |p. Remarquons que pour tout α ∈ K il existe
seulement un nombre fini de places v pour lesquelles |α|v 6= 1.

Pour toute place v ∈ MK , notons Kv et Q v les complétés des corps
K et Q (respectivement) pour la valeur absolue normalisée | · |v et pour sa
restriction à Q (respectivement), et posons

nv = [Kv : Q v].
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Proposition 2.3.5 Soit K un corps de nombres et soit v une place de K.
Si v est archimédienne, alors nv = 1 (resp. nv = 2), si v est associée à un
plongement réel (resp. complexe) de K. Si v est ultramétrique, alors :

nv = e(p, pZ)f(p, pZ) ,

où p est l’idéal premier associé à v et p ∩ Z = pZ.

Nous ne démontrerons pas cette proposition ; le lecteur pourra la prendre
comme définition de nv.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer la formule du produit.

Théorème 2.3.6 Soit K un corps de nombres, pour tout α ∈ K∗, nous
avons ∏

v∈MK

|α|nv
v = 1.

Remarque. Comme dans le cas de la formule du produit sur Q, le produit
semble infini, mais il a cependant bien un sens, puisque |α|v = 1 pour
presque tout place v de K (au sens de toutes sauf un nombre fini).
Preuve. Considérons la décomposition de l’idéal principal (α) en produit
d’idéaux premiers de OK

(α) = pa1
1 . . . pak

k

et notons pj le premier rationnel en dessous de pj ; nous avons :

∏

v∈MK

v|∞

|α|nv
v = |NK

Q (α)|

=
k∏

j=1

N(pj)
aj

=
k∏

j=1

p
f(pj ,pj)aj

j

=

k∏

j=1

p
e(pj ,pj)f(pj ,pj)vpj

(α)

j .

Puisque, nous avons aussi :

∏

v∈MK

v∤∞

|α|nv
v =

∏

p premier
p6=(0)

|α|e(p,p∩Z)f(p,p∩Z)
p =

k∏

j=1

p
−e(pj ,pj)f(pj ,pj)vpj

(α)

j ,
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on obtient le résultat annoncé.
�

Définition 2.3.7 Soient K et L deux corps de nombres tels que K ⊆ L, et
soient v et w deux places de K et L (respectivement). On dit que w divise
v, et l’on note w | v, si et seulement si |α|v = |α|w pour tout α ∈ K.

La proposition suivante clarifie cette définition.

Proposition 2.3.8 Soient K et L deux corps de nombres tels que K ⊆ L.

1. Soient σ : K → C et τ : L → C deux plongements et notons v et w
les places archimédiennes de K et L associées à σ et τ respectivement.
Alors, w divise v si et seulement si la restriction de τ à K coincide
avec σ ou avec σ.

2. Soient p et q deux idéaux premiers non nuls de OK et OL respective-
ment et notons v et w les places ultramétriques de K et L associées à
p et q respectivement. Alors, w divise v si et seulement si q divise p.

Preuve.

1. Clair d’après le théorème 2.3.1.

2. Supposons q ∤ p ; alors il existe α ∈ p\q, et donc |α|v < 1 et |α|w = 1.
Donc w ∤ v. Supposons maintenant que q | p et soit α ∈ OK , α 6= 0.
Notons a le plus grand entier tel que pa | (α). On a alors :

vq(α) =
a e(q, p)

e(q, p ∩ Z)
=

a

e(p, p ∩ Z)
= vp(α)

et donc w | v.

�

Enfin, terminons ce paragraphe par une formule dont nous aurons besoin
pour montrer que la hauteur absolue de Weil d’un nombre algébrique est
indépendante du corps de nombres le contenant que l’on considère.

Proposition 2.3.9 Soient K et L deux corps de nombres tels que Q ⊆ K ⊆
L. Alors, pour toute place v de K, nous avons

∑

w∈ML

w|v

nw

nv
= [L : K] .
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Preuve. Soit v une place archimédienne ; d’après les propositions 2.3.5
et 2.3.8 il suffit de vérifier que le nombre de plongements de L dans C
dont la restriction à K coincide avec le plongement σ associé à v est égal à
[L : K], ce qui est bien connu.

Dans le cas d’une place v ultramétrique, soit p l’idéal premier non nul
de OK associé à v, et

pOL = q
e(q1,p)
1 q

e(q2,p)
2 . . . q

e(qk,p)
k ,

la décomposition de pOL en facteurs premiers dans OL. Nous avons (utiliser
à nouveau les propositions 2.3.5 et 2.3.8) :

∑

w∈ML

w|v

nw

nv
=

k∑

j=1

e(qj , p ∩ Z)f(qj , p ∩ Z)

e(p, p ∩ Z)f(p, p ∩ Z)
=

k∑

j=1

e(qj , p)f(qj , p) = [L : K] .

�

Remarque. En particulier, pour tout corps de nombres K et tout premier
rationnel p, nous avons,

∑

v∈MK

v|∞

nv =
∑

v∈MK

v|p

nv = [K : Q] .

2.4 Hauteur de Weil d’un nombre algébrique

Soit α ∈ Q et K un corps qui contient α. On note provisoirement :

hK(α) =
1

[K : Q]

∑

v∈MK

nv log+|α|v ,

où log+ x = log max(1, x) pour x réel ≥ 0.

Proposition 2.4.1 La définition précédente ne dépend pas de K. Plus pré-
cisément, soient K ⊆ L deux corps et α ∈ K ; alors

hK(α) = hL(α) .
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Preuve. Soit α ∈ K ; nous avons

hL(α) =
1

[L : Q]

∑

v∈ML

nv log+|α|v

=
1

[L : Q]

∑

v∈MK

∑

w∈ML

w|v

nw log+|α|w

=
1

[L : Q]

∑

v∈MK

(∑

w∈ML

w|v

nw

)

log+ |α|v .

Par la proposition 2.3.9, pour tout v ∈ MK on a

∑

w∈ML

w|v

nw = [L : K]nv ,

et donc :

hL(α) =
[L : K]

[L : Q]

∑

v∈MK

nv log+|α|v =
1

[K : Q]

∑

v∈MK

nv log+|α|v = hK(α) .

�

Cette proposition justifie la définition suivante :

Définition 2.4.2 Soit α ∈ Q et soit K un corps de nombres contenant
α. On appelle hauteur (absolue et logarithmique) de Weil α le nombre réel
défini par :

h(α) =
1

[K : Q]

∑

v∈MK

nv log+|α|v .

Il est aussi utile, dans certaines situations, de considérer la hauteur non
logarithmique H(α) = exp h(α).

Proposition 2.4.3 La fonction hauteur h vérifie, pour α, β ∈ Q
∗
, les pro-

priétés suivantes.

1. h(α) ≥ 0. De plus : h(α) = 0 si et seulement si α est une racine de
l’unité.

2. h(αβ) ≤ h(α) + h(β). De plus, si β est une racine de l’unité, on a
h(αβ) = h(α).

3. Pour tout n ∈ Z on a h(αn) = |n|h(α).
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Preuve. Soit K un corps de nombres contenant α et β.

1. La première assertion est claire, d’après la définition. Pour montrer la
deuxième, remarquons que :

h(α) = 0 ⇐⇒ |α|v ≤ 1 pour toute place v ∈ MK .

On en déduit que h(α) = 0 si et seulement si α est un entier algébrique
(en considérant les places ultramétriques) et si |σ(α)| ≤ 1 pour tout
plongement σ de K dans C (en considérant les places archimédiennes).
Par le théorème de Kronecker 1.4.2, nous en déduisons que h(α) = 0
si et seulement si α = 0 ou α est une racine de l’unité.

2. Pour toute place v ∈ MK , nous avons

max(1, |αβ|v) = max(1, |α|v |β|v) ≤ max(1, |α|v)max(1, |β|v)

et donc h(αβ) ≤ h(α) + h(β). De plus, si β est une racine de l’unité,
on a h(αβ) ≤ h(α) + h(β) = h(α) et h(α) ≤ h(αβ) + h(β−1) = h(αβ),
d’où h(αβ) = h(α).

3. Montrons d’abord que h(α−1) = h(α). Pour toute place v ∈ MK , nous
avons

max(1, |α|v)
max(1, |α−1|v)

= |α|v ,

et
log+|α|v − log+|α−1|v = log |α|v .

Par la formule du produit, nous obtenons

h(α) − h(α−1) =
1

[Q(α) : Q]

∑

v∈MK

nv log |α|v = 0 .

Soit maintenant n ∈ Z. Pour toute place v ∈ MK , nous avons

log+|αn|v =

{
n log+|α|v si n ≥ 1
|n| log+|α−1|v si n < 0.

La première égalité donne le résultat si n est positif, tandis que la
deuxième (en combinant avec h(α−1) = h(α)) donne le résultat si n
est négatif.

�
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2.5 Hauteur normalisée d’un polynôme

Nous nous proposons d’introduire une hauteur normalisée sur Q[x] qui
prolonge la notion de mesure de Mahler d’un polynôme à coefficients entiers.
Commençons par la définition suivante :

Définition 2.5.1 Soit K un corps de nombres, P ∈ K[x] et v ∈ MK . Si
v est une place archimédienne associée au plongement σ de K dans Q, on
pose Mv(P ) = M(σP ). Si v est une place ultramétrique, on définit Mv(P )
comme le maximum des valeur absolues v-adiques des coefficients de P .

Lemme 2.5.2 Soit K un corps de nombres, P,Q ∈ K[x] et v ∈ MK . On
a alors Mv(PQ) = Mv(P )Mv(Q).

Preuve. L’affirmation découle du fait que la mesure de Mahler est mul-
tiplicative si v est archimédienne ; supposons donc v ultramétrique. Soit
P =

∑

i aix
i, Q =

∑

j bjx
j et PQ =

∑

l clx
l. Alors :

|cl|v =
∣
∣
∣

∑

i+j=l

aibj

∣
∣
∣
v
≤ max

i+j=l
|aibj|v ≤ Mv(P )Mv(Q)

et donc Mv(PQ) ≤ Mv(P )Mv(Q). Soit maintenant

r = min{i t.q. |ai|v = Mv(P )}

et
s = min{j t.q. |bj |v = Mv(Q)} .

On a alors : |arbs|v = Mv(P )Mv(Q) et |aibj |v < Mv(P )Mv(Q) pour i + j =
r + s et (i, j) 6= (r, s). D’où :

|cr+s|v =
∣
∣
∣arbs +

∑

i+j=r+s
(i,j)6=(r,s)

aibj

∣
∣
∣
v

= Mv(P )Mv(Q)

et Mv(PQ) ≥ Mv(P )Mv(Q).
�

Définition 2.5.3 Soit P ∈ Q[x] un polynôme et soit K un corps de nombres
contenant ses coefficients. On pose :

ĥ(P ) =
1

[K : Q]

∑

v∈MK

nv log Mv(P ) .
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Remarque. On vérifie, exactement comme dans la proposition 2.4.1 que
cette définition ne dépend pas du choix du corps K.

Lemme 2.5.4 La fonction ĥ vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout λ ∈ Q
∗

et P ∈ Q[x] on a ĥ(λP ) = ĥ(P ).

2. Pour tout P,Q ∈ Q[x] on a ĥ(PQ) = ĥ(P ) + ĥ(Q).

3. Soit α ∈ Q
∗
; alors : ĥ(x − α) = h(α).

Preuve.

1. On a :

ĥ(λP ) − ĥ(P ) =
1

[K : Q]

∑

v∈MK

nv(log Mv(λP ) − log Mv(P ))

=
1

[K : Q]

∑

v∈MK

nv log |λ|v = 0

par la formule du produit.

2. Clair, d’après le lemme 2.5.2.

3. En effet, si σ est un plongement de K dans Q on a M(x − σα) =
max(1, |α|) et donc :

ĥ(x − α) =
1

[K : Q]

∑

v∈MK

nv log Mv(x − α)

=
1

[K : Q]

∑

v∈MK

nv log+|α|v = h(α) .

�

On en déduit :

Théorème 2.5.5 Soit P ∈ Q[x] et notons α1, . . . , αD ses racines (comptées
avec leur multiplicité). On a alors :

ĥ(P ) =
n∑

j=1

h(αj)

Preuve. Nous pouvons supposer (lemme précédent, point 1) P unitaire. On
a alors (lemme précédent, points 2 et 3) :

ĥ(P ) =

n∑

j=1

ĥ(x − αj) =

n∑

j=1

h(αj) .
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On en déduit en particulier :

Corollaire 2.5.6 Pour tout P ∈ Q[x] on a ĥ(P ) ≥ 0 et ĥ(P ) = 0 si et
seulement si toutes les racines de P sont racines de l’unité.

Corollaire 2.5.7 Pour tout nombre algébrique α, nous avons

h(α) =
log M(α)

[Q(α) : Q]
.

Preuve. On choisit dans le théorème 2.5.5 pour P le polynôme minimal de
α sur Z. On a alors

Mp(P ) = 1

pour tout premier rationnel p (car P est primitif) et

M∞(P ) = M(P ) .

On a donc, en notant α1, . . . , αD les conjugués de α,

log M(P ) =

D∑

j=1

h(αj) = Dh(α) .

�

Corollaire 2.5.8 Si α et β sont conjugués, alors h(α) = h(β).

Preuve. Le polynôme minimal sur Z de α et β est le même.
�
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Chapitre 3

Théorème de Dobrowolski

3.1 Problème de Lehmer

Soit α un nombre algébrique non nul de degré D, différent d’une racine
de l’unité. A la suite du théorème de Kronecker, il est naturel de s’intéresser
à minorer h(α). Remarquons tout de suite qu’obtenir une minoration par
une constante pour tous les nombres algébriques est impossible. Il suffit en
effet de considérer, pour tout entier D, l’entier algébrique α = 21/D dont la
hauteur vaut

h(α) =
log 2

D
;

elle est donc arbitrairement petite si son degré D est suffisamment grand.
Le problème de Lehmer (voir [6], § 13, page 476 et 477) consiste à

déterminer quelle est la minoration optimale (en fonction de son degré D)
de la hauteur h(α). Plus précisément, on fait la conjecture suivante :

Conjecture 3.1.1 Il existe un nombre réel c > 0 tel que pour tout α ∈ Q
∗
,

de degré D sur Q, qui n’est pas une racine de l’unité, on ait :

h(α) ≥ c

D
.

On notera que Lehmer dans son texte était moins catégorique, et formulait
plutôt la question en sens inverse.

Remarquons que dans le cadre du problème de Lehmer, on peut tou-
jours supposer que α soit un entier algébrique. En effet, si α n’est pas un
entier algébrique, il existe un nombre premier p et une valeur absolue non-
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archimédienne | · |v avec v | p tels que |α|v > 1. On a donc

h(α) ≥ nv log |α|v
D

≥ log p

D
≥ log 2

D
.

Le meilleur résultat connu à ce jour vers la conjecture 3.1.1 est la mino-
ration de Dobrowolski ([3]) qui obtient (pour D ≥ 2) :

h(α) ≥ 1

1200D

(
log log D

log D

)3

.

Pour des raffinements des constantes numériques, on pourra se reporter aux
travaux de Louboutin (voir [8]), ou plus récemment, de Voutier (voir [15]).

Dans ce chapitre nous allons démontrer la version suivante du théorème
de Dobrowolski :

Théorème 3.1.2 Il existe une constante c > 0 telle que pour tout nombre
algébrique α 6= 0 de degré D qui n’est pas une racine de l’unité on a :

h(α) ≥ c

D

(
log log 16D

log 16D

)3

.

3.2 Congruences

La preuve du théorème de Dobrowolski repose sur le lemme clé suivant
qui découle du petit théorème de Fermat :

Lemme 3.2.1 Soient α un entier algébrique, et T un entier strictement
positif. Soit F ∈ Z[X] un polynôme qui s’annule en α avec un ordre de
multiplicité supérieur ou égal à T . Alors, pour tout premier p et toute place
v ∈ MQ(α) divisant p, nous avons

|F (αp)|v ≤ p−T

Preuve. Soit α un entier algébrique, et soit P ∈ Z[X] le polynôme minimal
de α sur Z. Nous avons :

P (X)p ≡ P (Xp) mod pZ[X] ,

pour tout premier p, et, en particulier,

P (αp) ≡ P (α)p ≡ 0 mod pZ[α]
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et donc p divise P (αp) dans OQ(α) ⊇ Z[α]. Il existe donc β ∈ OQ(α) tel que
P (αp) = pβ; pour toute place v ∈ MQ(α), nous avons alors :

|P (αp)|v = |p|v|β|v =
1

p
|β|v ≤ 1

p
.

Soit F ∈ Z[X] un polynôme qui s’annule en α avec un ordre de multi-
plicité au moins T ; P T divise F et il existe G ∈ Z[X] tel que

F (X) = P (X)T G(X) .

Puisque α est un entier algébrique, nous obtenons

|F (αp)|v = |P (αp)T |v|G(αp)|v ≤ p−T |G(αp)|v ≤ p−T .

�

Soient α un entier algébrique non nul de degré D et L, T deux entiers
strictements positifs. Soit F =

∑L
j=0 ajX

j ∈ Z[X] un polynôme de degré
≤ L qui s’annule en α avec un ordre de multiplicité supérieur ou égal à T .
Soit p un nombre premier et soit v ∈ MQ(α). Nous avons alors

|F (αp)|v ≤ p−T

si v | p (par le lemme précédent),

|F (αp)|v ≤ p−T

si v ∤ ∞ (car F (αp) est un entier algébrique), et enfin

|F (αp)|v ≤
L∑

j=0

|ajα
pj| ≤ ‖F‖1 max(1, |α|v)pL

si v | ∞. Si l’on peut construire un tel polynôme F tel que

F (αp) 6= 0 ,

alors la formule du produit (théorème 2.3.6) fournit l’inégalité :

1 =
∏

v∈MQ(α)

|F (αp)|v ≤ (p−T )D‖F‖D
1 H(α)pDL ,
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puisque
∑

v|p

nv =
∑

v|∞

nv = D. Sous ces hypothèses, nous obtenons :

h(α) ≥ T log p − log ‖F‖1

pL
.

Par exemple, si α n’est pas une racine de l’unité, pour tout premier p, αp

n’est pas une racine du polynôme minimal P de α, et l’on a

h(α) ≥ log p − log ‖P‖1

pD
.

Malheureusement, la longueur ‖P‖1 du polynôme P est difficile à controler
(nous pourrions avoir, par exemple, log ‖P‖1 ≫ D), et c’est pourquoi, il va
falloir construire un polynôme F , de petite longueur qui s’annule en α avec
multiplicité (Lemme de Siegel). Il faudra ensuite nous assurer (Lemme de
zéro) de l’existance d’un premier p tel que F (αp) 6= 0.

3.3 Lemme de Siegel

La construction de ce polynôme F est obtenue par l’utilisation de la ver-
sion suivante d’un lemme classique de théorie de la transcendance (lemme
de Siegel) :

Théorème 3.3.1 Soit α ∈ Q, un nombre algébrique de degré D, et soient
L et T deux entiers strictement positifs vérifiant L > DT . Il existe un
polynôme non nul F ∈ Z[X] vérifiant

1. F est de degré au plus L, et α est une racine de F de multiplicité au
moins T .

2. ‖F‖∞ ≤ 1 +
(

2T (L + 1)DT 2
H(α)DTL

)1/(L+1−DT )

Nous allons prouver le théorème en considérant les opérateurs de dériva-
tion

∂j =
1

j!

dj

dXj
,

et en construisant, à l’aide du principe des tiroirs de Dirichlet (comme
dans [16], lemme 4.11), un polynôme F à coefficients entiers petits, tel
que |(∂jF )(α)| soit petit pour j = 0, . . . , T − 1. En appliquant la formule
du produit (théorème 2.3.6), nous en déduirons

(∂jF )(α) = 0
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pour j = 0, . . . , T − 1.

Lemme 3.3.2 Soit K le corps R ou C, et notons n∞ = [K : C]. Soient
ensuite L et T deux entiers strictement positifs et ci,j (i = 0, . . . , T − 1;
j = 0, . . . , L − 1) des éléments de K. Notons

C = max
i=0,... ,T−1

L∑

j=0

|ci,j | .

Soient enfin M et l deux entiers strictement positifs, tels que

lTn∞ < (M + 1)L+1 .

Il existe alors un vecteur non nul a = (a0, . . . , aL) ∈ ZL, tel que

max
j=0,... ,L

|aj | ≤ M

et ∣
∣
∣
∣
∣
∣

L∑

j=0

ci,jaj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ √
n∞ × CM

l
.

Preuve. Nous allons prouver le lemme dans le cas où K = R (le cas K = C
s’en déduisant alors aisément). La preuve repose sur le principe des tiroirs
de Dirichlet. Considérons l’application

f : RL+1 −→ RT

a = (a0, . . . , aL) 7−→
(
∑L

j=0 ci,jaj

)

i=0,... ,T−1
,

et posons pour tout i ∈ {0, . . . , T − 1}

Ai =

L∑

j=0

max(0,−ci,j) et Bi =

L∑

j=0

max(0, ci,j) .

Nous avons Bi + Ai ≤ C pour tout i ∈ {0, . . . , T − 1}. Considérons l’hyper-
cube [0,M ]L+1 et son image par ϕ :

ϕ([0,M ]L+1) ⊆ R = [−A0M,B0M ] × · · · × [−AT−1M,BT−1M ] .

Nous allons appliquer le principe des tiroirs de Dirichlet à l’hyperrectangle
R découpé en lT hyperrectangles de RT de longueur M(Bi + Ai)/l en la
coordonnée i ∈ {0, . . . , T − 1}. Puisque lT < (M + 1)L+1, il existe deux
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L + 1 uplets distincts b et c de ZL+1 tels que ϕ(b) et ϕ(c) sont dans le
même petit hyperrectangle. En notant a = b− c, nous avons

max
j=0,... ,L

|aj | ≤ M

et

max
i=0,... ,T−1

|ϕ(a)i| ≤ max
i=0,... ,T−1

M(Bi + Ai)

l
≤ MC

l
.

�

Preuve du Théorème 3.3.1 : Soit α un nombre algébrique de degré D
et notons K = Q(α) et n∞ = 1 si α est réel et 2 sinon. Soient L et T
deux entiers strictement positifs tels que L > DT . On applique le lemme
précédent aux nombres complexes

ci,j =

(
j

i

)

αj−i, (i = 0, . . . , T − 1; j = 0, . . . , L) .

On a donc, grâce à la formule
∑L

j=0

(j
i

)
=
(L+1

i+1

)
≤ (L + 1)T ,

C = max
i=0,... ,T−1

L∑

j=i

(
j

i

)

|αj−i| ≤ (L + 1)T max{1, |α|}L .

On choisit

M = 1 +

[(

2T (L + 1)DT 2
H(α)DTL

)1/(L+1−DT )
]

,

et on choisit pour l un entier satisfaisant l’inégalité :

ML+1 ≤ lTn∞ < (M + 1)L+1

(remarquons qu’un tel entier existe, car L + 1 ≥ Tn∞). Il existe alors un
vecteur non nul a = (a0, . . . , aL) ∈ ZL+1 vérifiant la conclusion du lemme.
En posant

F (X) =

L∑

j=0

ajX
j ,

nous avons donc
‖F‖∞ ≤ M

et

|(∂iF )(α)| ≤ √
n∞ × CM

l
≤

√
n∞

l
(L + 1)T M max{1, |α|}L .
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Par ailleurs, pour i = 0, . . . , T − 1 et v ∈ MQ(α), l’inégalité triangulaire
donne :

|(∂iF )(α)|v = |
L∑

j=i

(
j

i

)

αj−iaj |v ≤
{

(L + 1)T M max{1, |α|v}L si v | ∞

max(1, |α|v)L si v ∤ ∞

(utiliser à nouveau
∑L

j=0

(j
i

)
≤ (L + 1)T et l’inégalité ultramétrique).

Supposons (∂iF )(α) 6= 0 pour un indice i avec 0 ≤ i ≤ T − 1; la formule
du produit (théorème 2.3.6) fournit alors l’inégalité :

1 =
∏

v∈MK

|∂iF )(α)|nv
v ≤

(√
n∞

l

)n∞

×
(
(L + 1)T MH(α)L

)D

≤ l−n∞ × 2(L + 1)DT MDH(α)DL .

On déduit alors du choix de l :

ML+1 ≤ lTn∞ ≤ 2T (L + 1)DT 2
MDT H(α)DTL

et

M ≤
(

2T (L + 1)DT 2
H(α)DTL

)1/(L+1−DT )

qui contredit le choix de M .
�

3.4 Preuve du théorème de Dobrowolski

La preuve suit les étapes classiques d’une démonstration de transcen-
dance :

• Réductions
Pour montrer le théorème 3.1.2, on peut d’abord supposer que α soit

un entier algébrique. En effet, si α n’est pas un entier algébrique, on a la
minoration plus forte :

h(α) ≥ log 2

D

(voir le paragraphe 3.1). Montrons, suivant Rausch [10] que l’on peut, de
plus, supposer, par récurrence sur le degré de α, que pour tout entier n ≥ 1

[Q(αn) : Q] = [Q(α) : Q] .

35



Soit en effet α un entier algébrique qui n’est pas une racine de l’unité et tel
que

[Q(αn) : Q] < D

pour un certain entier n ≥ 1 et considérons le polynôme

Q(X) = Xn − αn ∈ Q(αn)[X] .

Nous avons Q(α) = 0 et donc les conjugués de α sur Q(αn) sont de la forme
ζα, où ζ est une racine n-ième de l’unité. Posons

β = N
Q(α)
Q(αn)(α) ∈ Q(αn) ;

il existe alors une racine n-ième de l’unité ζ ′ telle que β = ζ ′αD, où l’on a
posé d = [Q(α) : Q(αn)]. Nous avons :

h(β) = h(ζ ′αD) = h(αD) = dh(α)

et donc :

[Q(α) : Q]h(α) =
[Q(α) : Q]

[Q(α) : Q(αn)]
h(β) = [Q(αn) : Q]h(β) ≥ [Q(β) : Q]h(β).

Puisque [Q(β) : Q] < D, et puisque

ε(D) =

(
log log 16D

log 16D

)3

est décroissante, on obtient alors, par hypothèse de récurrence,

[Q(α) : Q]h(α) ≥ [Q(β) : Q]h(β) ≥ c ε([Q(β) : Q]) ≥ c ε(D) .

• Choix des paramètres
On choisit trois paramètres L, T et N en fonction du degré D :

L =

[

C2
0D

(
log 16D

log log 16D

)]

, T =

[

C0
log 16D

log log 16D

]

et

N = C3
0

(log 16D)2

log log 16D
.

Ci-dessus, C0 désigne un nombre réel > 0 suffisamment grand : les inégalités
que nous serons amenées à écrire seront vraies asymptotiquement en C0. On
notera aussi c1, c2, . . . des nombres réels > 0 (effectivement calculables).
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Remarquons que :

log(L + 1) ≤ c1(log C0)(log 16D) et log N ≤ c1(log C0)(log 16D) .

On suppose par l’absurde que

h(α) <
C−5

0

D

(
log log 16D

log 16D

)3

.

• Construction de la fonction auxiliaire
Le lemme de Siegel nous assure l’existance d’un polynôme F non nul à

coefficient entier, de degré ≤ L, nul en α avec une multiplicité au moins T
et tel que :

‖F‖∞ ≤ 1 +
(

2T (L + 1)DT 2
H(α)DTL

)1/(L+1−DT )
.

Les inégalités ‖F‖1 ≤ (L + 1)‖F‖∞ et L ≥ 2DT donnent :

‖F‖1 ≤ (L + 1)
(

1 + (L + 1)4DT 2/LH(α)2DT
)

≤ (L + 1)2+4DT 2/LH(α)2DT

et donc :

log ‖F‖1 ≤
(

2 + 4DT 2

L

)

log(L + 1) + 2DTh(α)

≤ c2 log 16D

• Extrapolation
Comme nous l’avons déjà signalé, nous avons, pour tout premier p et

toute place v ∈ MQ(α) :

|F (αp)|v ≤







p−T si v ∤ ∞ et v | p

1 si v ∤ ∞

‖F‖1 max(1, |α|v)pL si v | ∞

Supposons qu’il existe un premier p ∈ [log 16D,N ] tel que F (αp) 6= 0. En
appliquant la formule du produit, nous obtenons

1 =
∏

v∈MQ(α)

|F (αp)|nv
v ≤ p−TD‖F‖D

1 H(α)DpL ,
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et
T log log 16D ≤ log ‖F‖1 + NLh(α)

≤ c3 log 16D .

Par ailleurs :

T log log 16D ≥ C0

2
log 16D ,

contradiction. Le polynôme F s’annule donc en αp pour tout premier p ∈
[log 16D,N ].

• Lemme de zéros
Puisque α n’est pas une racine de l’unité, αp et αq ne sont pas conjugués

pour p 6= q (car sinon on aurait en particulier ph(α) = h(αp) = h(αq) =
qh(α) et donc h(α) = 0). De plus, on a supposé [Q(αn) : Q] = D pour tout
entier n ≥ 1. Soit

Σ = {σ(αp), σ ∈ Gal(Q/Q), p premier, log 16D ≤ p ≤ N} .

On a alors, en utilisant le théorème des nombres premiers,

#Σ =
∑

log 16D≤p≤N

D ≥ D

(

c4
N

log N
− c5

log 16D

log log 16D

)

≥ D
c6C

3
0

log C0

log 16D

log log 16D
> L ,

ce qui contredit le fait que le polynôme F est nul sur Σ.
�

38



Chapitre 4

Minorations de la hauteur

dans une extension abélienne

4.1 Résultats

Dans la direction du problème de Lehmer, d’autres résultats partiels
existent. On sait en particulier que si Q(α) est totalement réel ou est un
corps CM (c’est-à dire, une extension quadratique imaginaire d’un corps
totalement réel), on sait obtenir des minorations bien plus fortes que celle
de la conjecture 3.1.1 :

Théorème 4.1.1 (Schinzel [12]) Soit K un corps totalement réel ou CM
et soit α ∈ K∗ un nombre algébrique tel que |α| 6= 1 ; alors

H(α) ≥

√

1 +
√

5

2
= 1.272 . . . .

Même si l’hypothèse |α| 6= 1 n’est pas restrictive si α est un entier
algébrique (en effet, si K est un corps totalement réel ou CM et |α| = 1,
alors tous les conjugués de α sont de module 1, et donc α est une racine
de l’unité par le théorème de Kronecker) elle devient contraignante dès que
l’on cherche à minorer la hauteur de nombres algébriques qui ne sont pas
forcément entiers. C’est donc intéressant de savoir si l’hypothèse |α| 6= 1 peut
être affaiblie en supposant seulement que α ne soit pas une racine de l’unité.
Dans ce chapitre, nous allons donner une réponse affirmative à cette question
dans le cas particulier des extensions abéliennes (une extension galoisienne
K ⊂ L est abélienne si le groupe de Galois Gal(L/K) est abélien; il est facile
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de montrer qu’un corps de nombres L tel que Q ⊂ L est abélienne est en
particulier un corps totalement réel ou CM). Plus précisément (voir [1]) :

Théorème 4.1.2 Soit L/Q une extension abélienne et soit α ∈ L∗, avec
α 6= racine de l’unité, alors

H(α) ≥ 51/12 = 1.143 . . .

Pour simplifier la preuve, nous nous contenterons ici de montrer la mi-
noration plus faible :

H(α) ≥ (5/2)1/10 = 1.095 . . .

Nous déduirons de cette minoration une nouvelle preuve du théorème de
Smyth concernant les nombres algébriques non réciproques, et nous l’appli-
querons également à la détermination du nombre de classes d’idéaux dans
une extension abélienne.

4.2 Lemmes préliminaires

Notons dans toute la suite (m entier naturel, m 6≡ 2 mod 4) Km =
Q(ξm), où ξm est une racine primitive m-ième de l’unité. Nous allons don-
ner dans la proposition 4.3.1, une minoration de la hauteur d’un nombre
algébrique α ∈ K∗

m qui n’est pas une racine de l’unité. L’idée de la preuve
repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.2.1 Soit p un nombre premier ≥ 3. Il existe alors un morphisme
σp ∈ Gal(Km/Q) ayant les propriétés suivantes :

– Si p ne divise pas m, alors γp ≡ σp(γ) mod pOKm pour tout γ ∈ OKm.

– Si p divise m, alors γp ≡ σp(γ
p) mod pOKm pour tout γ ∈ OKm . De

plus, pour tout α ∈ OKm vérifiant σp(α
p) = αp, il existe une racine de

l’unité ξ ∈ Km tel que ξα ∈ K ′, où K ′ est une extension cyclotomique
de Q strictement contenue dans Km.

Preuve. Supposons tout d’abord que p ne divise pas m, et soit σp ∈
Gal(Km/Q) l’unique morphisme vérifiant σp(ξm) = ξp

m. Soit γ ∈ OKm ,
il existe alors F ∈ Z[X] tel que γ = F (ξm) (car l’anneau des entiers
OKm de Km est égal à Z[ξm]). Or, pour tout polynôme F ∈ Z[X], il ex-
iste (par le petit théorème de Fermat) un polynôme G ∈ Z[X] tel que
F (X)p = F (Xp) + pG(X). Nous avons donc :

γp = F (ξm)p = F (ξp
m) + pG(ξm) ≡ σp(γ) mod pOKm .
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Supposons désormais que p divise m, et considérons cette fois σp un
générateur du groupe Gal(Km/Km/p) (qui est cyclique d’ordre p si p2 divise
m, et d’ordre p − 1 sinon). Soit γ ∈ OKm , il existe F ∈ Z[X] tel que γ =
F (ξm), et comme précédemment il existe un polynôme G ∈ Z[X] tel que
F (X)p = F (Xp) + pG(X). On a alors :

γp = F (ξm)p ≡ F (ξp
m) mod pOKm

et
σp(γ

p) = σp

(
F (ξm)p

)
≡ σp

(
F (ξp

m)
)

mod pOKm .

Par ailleurs, puisque ξp
m ∈ Km/p, on a σp(ξ

p
m) = ξp

m, et par suite F (ξp
m) =

σpF (ξp
m). On a donc γp ≡ σp(γ

p) mod pOKm.
Supposons enfin qu’il existe α ∈ Km tel que σp(α

p) = αp. Puisque
σp(ξm)p = ξp

m et puisque σp est un générateur de Gal(Km/Km/p), nous
avons

σp(ξm) = ξpξm,

où ξp est une racine p-ième primitive de l’unité. Par le même argument, il
existe un entier u tel que σp(α) = ξu

p α. Nous en déduisons

σp

(
α

ξu
m

)

=
ξu
p α

ξu
p ξu

m

=
α

ξu
m

,

Donc σp est générateur de Gal(Km/Km/p), et laisse fixe α/ξu
m ; on en déduit

que α/ξu
m ∈ Km/p, ce qui achève la preuve du lemme.

�

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant, qui nous assure de l’esistance
d’un dénominateur local dans un corps de nombres.

Lemme 4.2.2 Soient K un corps de nombres, α un élément de K∗, et
v ∈ MK une valeur absolue ultramétrique sur K, alors il existe un entier
algébrique β ∈ OK , tel que βα ∈ OK , et |β|v = max(1, |α|v)−1

Preuve. Fixons une place archimédienne quelconque w0, et notons Σ l’ensem-
ble fini de places ultramétriques suivantes :

Σ = {w ∈ MK , w ∤ ∞, et |α|w > 1} ∪ {v}.

Notons ensuite, pour w ∈ Σ,

θw =







α, si |α|w > 1 ;

1, si |α|w ≤ 1
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de telle sorte que |θw|w = max(1, |α|w).
D’après le théorème d’approximation forte [2, Chapter II, Section 15,

p. 67] il existe un élément β ∈ K tel que :







|β − θ−1
w |w < |θw|−1

w , pour tout w ∈ Σ ;

|β|w ≤ 1, si w /∈ Σ et w 6= w0 .

En utilisant l’inégalité ultramétrique, on en déduit donc :







|β|w = max(1, |α|w)−1, pour tout w ∈ Σ ;

|β|w ≤ 1, si w /∈ Σ et w ∤ ∞ .

En particulier, pour toute place finie w de K on a |β|w ≤ 1 et |βα|w ≤ 1 (et
donc β, βα ∈ OK). Enfin, on a bien

|β|v = max(1, |α|v)−1

(car v ∈ Σ). Le lemme 4.2.2 est donc établi.
�

4.3 Preuve du résultat principal

Proposition 4.3.1 Soit α un nombre algébrique non nul appartenant à un
corps cyclotomique Km. Supposons que α ne soit pas une racine de l’unité.

– Si p est un nombre premier ne divisant pas m, on a :

h(α) ≥ log (p/2)

p + 1
.

– Supposons de plus que pour toute racine de l’unité ζ le corps Q(ζα) ne
soit pas contenu dans un corps cyclotomique K ′ avec K ′ ( Km. On a
alors, pour tout nombre premier p divisant m,

h(α) ≥ log (p/2)

2p
.

Preuve. Supposons tout d’abord que p ne divise pas m. Nous allons chercher
à majorer |αp − σp(α)|v , pour toute place v afin d’obtenir, en utilisant la
formule du produit(théorème 2.3.6), l’inégalité reliant la hauteur logarith-
mique de α à p. Soit v ∈ MKm , v | p. Par le lemme 4.2.2, il existe β ∈ OKm ,
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tel que βα ∈ OKm , et |β|v = max{1, |α|v)−1, et par le lemme 4.2.1, il existe
un morphisme σp ∈ Gal(Km/Q) tel que (αβ)p −σp(αβ), βp−σp(β) ∈ pOKm

et donc :

|(αβ)p − σp(αβ)|v ≤ 1

p

et de même :

|βp − σp(β)|v ≤ 1

p
.

Nous avons alors :

|αp − σp(α)|v = |β|−p
v |(αβ)p − σp(αβ) + (σp(β) − βp)σp(α)|v

≤ |β|−p
v max (|(αβ)p − σp(αβ)|v , |σp(β) − βp|v|σp(α)|v)

≤ 1

p
|β|pv max (1, |σp(α)|v)

=
1

p
max (1, |α|v)p max (1, |σp(α)|v)

Pour les autres valeurs absolues ultramétriques, nous obtenons en utilisant
l’inégalité ultramétrique :

|αp − σp(α)|v ≤ max (1, |α|v)p max (1, |σp(α)|v) .

Et enfin pour les valeurs absolues archimédiennes, nous obtenons par l’iné-
galité triangulaire :

|αp − σp(α)|v ≤ 2max (1, |α|v)p max (1, |σp(α)|v) .

Puisque par hypothèse, α 6= 0 et α n’est pas une racine de l’unité, nous
avons αp − σp(α) 6= 0. En effet, l’hypothèse contraire impliquerait ph(α) =
h(αp) = h(σp(α)) = h(α), et donc h(α) = 0, ce qui d’après le théorème
de Kronecker 1.4.2 entrâınerait une contradiction. Nous pouvons donc ap-
pliquer la formule du produit à α − σp(α), et nous obtenons, grâce à la
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proposition 2.3.9,

0 =
∑

v∈MKm

nv log |α − σp(α)|v

≤
∑

v∈MKm

v|p

nv log
1

p
+

∑

v∈MKm

v|∞

nv log 2

+ p
∑

v∈MKm

nv log max(1, |α|v) +
∑

v∈MKm

nv log max(1, |σp(α)|v)

= [Km : Q]

(

log
2

p
+ ph(α) + h(σp(α))

)

= [Km : Q]
(

− log
p

2
+ (p + 1)h(α)

)

qui donne bien l’inégalité recherchée.
Dans le cas où p divise m, nous pouvons montrer mutatis mutandis la

seconde inégalité en remplaçant naturellement σp(α) par σp(α
p), en utilisant

les lemmes 4.2.1 et 4.2.2. Nous avons alors les inégalités

|αp − σp(α
p)|v ≤







1

p
max (1, |α|v)p max (1, |σp(α)|v)p si v|p

max (1, |α|v)p max (1, |σp(α)|v)p si v ∤ p et v ∤ ∞

2max (1, |α|v)p max (1, |σp(α)|v)p si v|∞

à partir desquelles, en appliquant la formule du produit 1 à αp−σp(α)p, nous
déduisons

0 ≤ [Km : Q]
(

− log
p

2
+ 2ph(α)

)

qui fournit là encore l’inégalité attendue.
�

Preuve du théorème 4.1.2 : Soit α un nombre algébrique (α 6= 0, α 6=
racine de l’unité) appartenant à une extension abélienne de Q. Notons Km

le plus petit corps cyclotomique tel qu’il existe une racine de l’unité ζ

1. On remarquera que α
p
− σp(α)p est différent de 0 par le choix du morphisme σp (cf

lemme 4.2.1) et par l’hypothèse faite sur Km
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pour laquelle ζα ∈ Km (ce corps existe par le théorème de Kronecker-
Weber : toute extension abélienne de Q est contenue dans une extension
cyclotomique). La proposition précédente, avec p = 5, donne alors :

h(α) = h(ζα) ≥ min

(
log (5/2)

6
,
log (5/2)

10

)

=
log (5/2)

10
.

�

4.4 Minoration de la norme dans une extension

abélienne et applications.

Nous allons tout d’abord énoncer un lemme reliant la norme d’un entier
algébrique γ ∈ OL à la hauteur logarithmique absolue de γ/γ, valable dans
toute extension L/Q abélienne.

Lemme 4.4.1 Soit L une extension abélienne de Q, et soit γ ∈ OL \ {0},
alors

log |NL
Q(γ)| ≥ [L : Q] h(γ/γ) .

Preuve. Soit γ ∈ OL \ {0}, posons α = γ/γ. Pour toute valeur absolue
archimédienne v, nous avons |α|v = 1. En effet, associée à une telle valeur
absolue, il existe un morphisme σ ∈ Gal(L/Q) tel que |α|v = |σ(α)|∞, et

|α|2v = σ(α)σ(α) = σ(α)σ(α) = σ(|α|2) = 1 ,

car la conjugation complexe commute avec σ. D’où, en appliquant la formule
du produit 2.3.6 à γ , nous obtenons :

[L : Q]h(α) =
∑

v∈ML

v∤∞

nv log+ |α|v

=
∑

v∈ML

v∤∞

nv log+ |α|v +
∑

v∈ML

nv log |γ|v

=
∑

v∈ML

v∤∞

nv log max (|γ|v , |γ|v) +
∑

v∈ML

v|∞

nv log |γ|v

≤
∑

v∈ML

v|∞

nv log |γ|v
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puisque γ et γ sont des entiers algébriques, et donc |γ|v ≤ 1 et |γ|v ≤ 1 pour
toute valeur absolue | · |v ultramétrique.

Or,

NL
Q(γ) =

∏

v∈ML

v|∞

|γ|nv
v ,

nous en déduisons l’inégalité annoncée

log |NL
Q(γ)| ≥ [L : Q] h

(
γ

γ

)

.

�

4.4.1 Corps cyclotomiques principaux.

En utilisant les techniques précédentes, on peut montrer qu’il y a exacte-
ment 29 corps cyclotomiques Km dont l’anneau des entiers est principal 2.
Nous nous contenterons ici de donner quelques exemples.

Lemme 4.4.2 Supposons que l’anneau des entiers du corps cyclotomique
Km soit principal, alors pour tout premier p ≡ 1mod m, il existe un entier
algébrique γ ∈ Km tel que NKm

Q γ = p et tel que γ/γ ne soit pas une racine
de l’unité.

Preuve. L’hypothèse sur p nous assure que ce premier est totalement dé-
composé dans l’anneau des entiers de Km. Soit ℘ un premier au dessus de
p et soit γ un générateur de ℘ ; on a donc NKm

Q γ = p. De plus ℘ 6= ℘ (car p
est totalement décomposé) et donc γ/γ n’est pas une racine de l’unité.

�

Corollaire 4.4.3 Il n’existe qu’un nombre fini de corps cyclotomiques dont
l’anneau des entiers est principal.

Preuve. Le théorème de Linnik, un résultat profond de théorie analytique
des nombres, montre qu’il existe une constante L > 0 tel que pour tout entier
m ≥ 2, il existe un nombre premier p vérifiant p ≡ 1,mod m et p < mL.
Soit donc m un entier ≥ 2 et supposons que l’anneau des entiers du corps
cyclotomique Km soit principal ; le lemme précédent donne alors un entier
algébrique γ ∈ Km tel que NKm

Q γ < mL et tel que γ/γ ne soit pas une racine

2. En fait, ce résultat est connu depuis 1976 [9].

46



de l’unité. En appliquant le lemme 4.4.1 et le théorème 4.1.2, on en déduit
la minoration :

L log m ≥ ϕ(m)c1

où ϕ désigne la fonction indicatrice d’Euler et c1 est une constante absolue.
Par le théorème de Mertens [4, Theorem 429], il existe une constante absolue
c2 > 0, telle que

ϕ(m) ≥ c2
m

log m

Les inégalités précédentes entrâınent :

L log m ≥ c1c2
m

log m
.

Nous en déduisons que m est majoré par une constante (effectivement cal-
culable en fonction de L, c1 et c2).

�

Corollaire 4.4.4 L’anneau des entiers de K100 n’est pas principal.

Preuve. Supposons par l’absurde que l’anneau des entiers O de K100 soit
principal. Le premier p = 101 est totalement décomposé dans O ; d’après les
lemmes 4.4.1 et 4.4.2, on en déduit l’existance d’un certain α ∈ K∗

100 tel que

h(α) ≤ log 101

ϕ(100)
≤ 0.12

et tel que α n’est pas une racine de l’unité. Pour la proposition 4.3.1 (avec
m = 100 et p = 7), on a :

h(α) ≥ log (7/2)

8
≥ 0.15 .

�

Par des raisonnements analogues, il est possible d’obtenir une estima-
tion de l’exposant du groupe de classes d’une extension cyclotomique sur
Q. Enfin, sous l’hypothèse de Riemann généralisée, on peut encore plus
généralement minorer l’exposant du groupe de classes d’une extension CM
quelconque.
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4.4.2 Hauteur d’un entier algébrique non réciproque

Le théorème 4.1.2 permet d’obtenir une nouvelle démonstration d’un
théorème de Smyth sur les nombres algébriques non réciproques (avec cepen-
dant une constante moins bonne). Rappelons qu’un polynôme F ∈ C[X] est
dit réciproque si son ensemble de racines est invariant sous l’action de l’in-
volution z 7−→ z−1 (i.e. si F = constante × F ∗, où F ∗(X) = XdegFF (1/X)
est le polynôme réciproque de F ) et qu’un nombre algébrique est réciproque
si son ensemble de conjugués est invariant sous l’action de cette même invo-
lution.

Théorème 4.4.5 Soit α 6= 0 un nombre algébrique non réciproque de degré
D, alors

h(α) ≥ c

D

où c = log(7/2)
8 ≈ 0.15659....

Ce théorème a été démontré pour la première fois en 1971 par C. J. Smyth
(voir [14]) avec la constante c = log θ ≈ 0.281199..., où θ est la racine réelle
de X3 −X − 1 = 0. Remarquons que h(θ) = (log θ)/3 (car les autres racines
de X3 − X − 1 ont module < 1) ; le resultat de Smyth est donc optimal.

Lemme 4.4.6 Soit α un entier algébrique non réciproque de degré D et
notons F son polynôme minimal sur Z. Soit aussi p un nombre premier,
p ≥ 3. Notons γp = F (ξp) où ξp = exp(2πi/p). Alors γp/γp n’est pas une
racine de l’unité.

Remarque. L’hypothèse de non réciprocité de α est nécessaire ; en effet,
dans le cas contraire, nous avons γp = F (ξp) et F (X) = XDF ( 1

X ) entrâıne
γp = F (ξp) = F (ξ−1

p ) = ξ−D
p F (ξp) et γp/γp = ξ−D

p .

Preuve. Par construction, γp/γp ∈ Kp. Supposons par l’absurde que γp/γp

soit une racine de l’unité. Alors nécessairement γp/γp est soit une racine
p-ième, soit une racine 2p-ième de l’unité. Il existe donc i ∈ {0, 1} et j =
−1, . . . , p − 2 tel que

γp/γp = (−1)iξj
p .

Puisque γp = F (ξ−1
p ), on a F (ξp) = (−1)iξj

pF (ξ−1
p ), et :

ξD
p F (ξp) = (−1)iξj

pF
∗(ξp) .

Posons

G(X) = Xmax(D−j,0)F (X) + (−1)i+1Xmax(j−D,0)F ∗(X) .
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D’après la remarque précédente, nous avons G(ξp) = 0. De plus, G 6= 0,
puisque F ne divise ni X, ni F ∗ (car F et F ∗ sont de même degré, et α est
non réciproque). Donc le p-ième polynôme cyclotomique divise G, et comme
G est non nul, deg G ≥ p − 1. Or

deg G ≤ |D − j| + D ≤ max(2D − j, j) ≤ max(2D + 1, p − 2)

par le choix de j, et pour p ≥ 2D + 3 nous obtenons une contradiction.
Donc γp/γp n’est pas une racine de l’unité pour tout premier p ≥ 2D+3.

�

Preuve du théorème 4.4.5. Nous pouvons supposer que α est un entier
algébrique non réciproque (en effet, dans le cas contraire, nous avons déjà
vu (paragraphe 3.1) que h(α) ≥ (log 2)/D). Avec les notations du lemme
précédent, pour tout premier l ≥ max(2D+3, 11), nous avons γl/γl ∈ K∗

l , et
de plus γl/γl n’est pas une racine de l’unité ; donc d’après la proposition 4.3.1
(avec m = l et p = 7) et le lemme 4.4.1 :

1

l − 1
log
∣
∣NKl

Q (γl)
∣
∣ ≥ h(γl/γl) ≥

log(7/2)

8
.

Par ailleurs,
∣
∣
∣N

Kl

Q (γl)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

l−1∏

j=1

F (ξj
l )

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

et en notant α1, . . . , αD les conjugués de α, on obtient

∣
∣
∣N

Kl

Q (γl)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

l−1∏

j=1

D∏

i=1

(

αi − ξj
l

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

D∏

i=1

l−1∏

j=1

(

αi − ξj
l

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

D’autre part, nous avons
∏l−1

j=1

(

X − ξj
l

)

= X l−1 +X l−2 + · · ·+X +1, d’où

∣
∣
∣N

Kl

Q (γl)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣

D∏

i=1

(1 + αi + · · · + αl−1
i )

∣
∣
∣
∣
∣

≤
D∏

i=1

(

l max(1, |αi|)l−1
)

≤ lDH(α)D(l−1)
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et
D log l + D(l − 1)h(α)

l − 1
≥ h(γl/γl) ≥

log(7/2)

8
.

En faisant tendre l vers l’infini, nous obtenons le résultat.
�
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Chapitre 5

Théorèmes de comptage

5.1 Résultats

Soit K un corps de nombres et soit H un nombre réel. Le théorème de
Northcott 1.4.1 montre en particulier que l’ensemble

K(H) = {α ∈ K | H(α) ≤ H}

est fini. Un résultat de 1979 de S. Schanuel donne une estimation asympto-
tique du cardinal de K(H).

Théorème 5.1.1 (Schanuel [11]) Soit K un corps de nombres de degré
D et soient hK le nombre de classes, RK le régulateur, ωK le nombre de
racines de l’unité, dK le discriminant, r1 et 2r2 le nombre de plongements
réels et complexes (respectivement), et ζK la fonction zeta de K. Notons
K(H) l’ensemble des éléments α de K dont la hauteur absolue H(α) est
majorée par H. On a alors, pour H → ∞,

#K(H) = SK(1)H2D + O
(
H2D−1

)
,

avec

SK(1) =
hKRK/ωK

ζK(2)

(

2r1(2π)r2

√

|dK |

)2

2r1+r2−1 .

�

Malheureusement, le terme d’erreur semble difficile à rendre explicite.
En 1993, W. M. Schmidt a donné une majoration explicite du cardinal de
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K(H) :

Théorème 5.1.2 (Schmidt [13]) Soit K un corps de nombres de degré
D, et soit H > 0. En notant K(H) l’ensemble des éléments α de K dont la
hauteur absolue H(α) est majorée par H, nous avons

#K(H) ≤ 32 · 2DH2D .

�

Pour de petites valeurs de H, la dépendance exponentielle en le degré
du corps K n’est pas satisfaisante, comme nous le verrons dans la prochaine
remarque. Le théorème suivant donne une majoration explicite du cardinal
de K(H), avec une dépendance quasi-linéaire en le degré de K (en dehors
du terme H2D, inévitable d’après le théorème de Schanuel) :

Théorème 5.1.3 (Loher [7]) Soit K un corps de nombres de degré D ≥
2, et soit H > 0. En notant K(H) l’ensemble des éléments α de K dont la
hauteur absolue H(α) est majorée par H, nous avons

#K(H) ≤ 37 · (D log D)H2D.

Remarque. D’après le théorème de Kronecker 1.4.2, nous avons

#K(1) = 1 + ωK ,

pour tout corps de nombres K, où ωK est le nombre de racines de l’unité dans
K. En considérant un corps cyclotomique K = Q(ξn), où ξn = exp(2iπ/n),
nous avons ωK ≥ n et D = ϕ(n). Donc

#K(1) > n ≥ constante × D log log D

(utiliser l’estimation asymptotique de Mertens ϕ(n) ∼ e−γn(log log n)−1,
voir [4, Theorem 328]) ce qui montre que, même pour une petite hauteur,
l’estimation du théorème de Loher est étonnamment précise.

Nous nous contenterons de montrer l’estimation

#K(H) ≤ c(D log D)H2D,

où c > 0 est une constante positive. Nous utiliserons ensuite ce résultat pour
obtenir (à nouveau) une minoration de la hauteur logarithmique absolue
d’un nombre algébrique, ni nul, ni racine de l’unité.
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5.2 Lemmes préliminaires

L’idée nouvelle de la preuve de Loher consiste à utiliser un principe de
localisation :

Lemme 5.2.1 Pour tout sous-ensemble S de Rf , vérifiant #(S∩B(0, 1)) =
N ≥ 1, et pour tout r > 0, il existe x ∈ Rf tel que

#(S ∩ B(x, r)) ≥
(

r

1 + r

)f

N .

Preuve. Soit x ∈ B(0, 1 + r), et soit N(x) = #(S ∩ B(x, r)). Pour tout
sous-ensemble A de Rf notons χA la fonction indicatrice de A. On vérifie
alors que

χB(x1,r)(x2) = χB(x2,r)(x1)

pour x1, x2 ∈ Rf . En notant S′ = S ∩ B(0, 1), nous avons donc :

∑

w∈S′

∫

B(0,1+r)
χB(w,r)(x)dx =

∫

B(0,1+r)

∑

w∈S′

χB(w,r)(x)dx

=

∫

B(0,1+r)

∑

w∈S′

χB(x,r)(w)dx

= Vol(B(0, 1 + r))N(x)

= γf (1 + r)fN(x)

où l’on a noté γf la mesure de la boule unitaire dans Rf . Par ailleurs, pour
w ∈ S′ on a B(w, r) ⊆ B(0, 1 + r), donc

∫

B(0,1+r) χB(w,r)(x)dx est égale à la

mesure de Lebesgue de B(w, r), c’est-à-dire à γfrf . D’où :

∑

w∈S′

∫

B(0,1+r)
χB(w,r)(x)dx =

∑

w∈S′

γfrf = Nγfrf .

On en déduit que la valeur moyenne de N(x) sur le disque B(0, 1 + r) vaut
N(r/(1 + r))f ; il existe donc x ∈ B(0, 1 + r) tel que

#(S ∩ B(x, r)) ≥
(

r

1 + r

)f

N .

�
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Lemme 5.2.2 Soit z ∈ C, soit r > 0, soit n ∈ N∗ et soient α1, . . . , αn

des complexes de la boule fermée B(z, r) de centre z et de rayon r. Alors le
déterminant de Van der Monde

∆ = Det
(
(αj

i )1≤i,j≤n

)

vérifie
|∆| ≤ nn/2rn(n−1)/2 .

Preuve. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que z = 0 (en
effet, la translation αj 7→ αj − z ne change pas la valeur de ∆), et r = 1

par homogénéité. Nous avons alors |αj−1
i | ≤ 1 pour tout couple (i, j). En

appliquant l’inégalité de Hadamard (qui permet de majorer la valeur absolue
d’un déterminant par le produit des moyens quadratiques de ses lignes), nous
obtenons

|∆| ≤
n∏

i=1





n∑

j=1

|αi|2(j−1)





1/2

≤
n∏

i=1

n ≤ nn

d’où le résultat.
�

5.3 Preuve du théorème de Loher

L’ensemble K(H) contient 0, 1, et −1, et puisque H(α) = H(α−1) pour
tout α 6= 0, les autres éléments de K(H) se regroupe en couple (α,α−1)
avec α 6= α−1. Notons N l’entier tel que #K(H) = 2N +1. Il existe alors N
éléments non nuls α1, . . . , αN ∈ K(H) de module inférieur ou égal à 1. Soit
maintenant n ∈ [1, N − 1] un paramètre entier qui sera choisi à la fin de la
preuve et notons

r =
1

(
N
n

)1/f − 1
,

où f = 1 si K ⊂ R et f = 2 sinon; nous avons donc r < 1 et

(
r

1 + r

)f

N = n.

Quitte à renuméroter les αj , d’après le lemme de localisation 5.2.1, il
existe un complexe z ∈ C tel que α1, . . . , αn ∈ B(z, r). Par le lemme 5.2.2,
le déterminant de Van der Monde

∆ = Det
(
(αj

i )1≤i,j≤n

)
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qui est non nul (puisque les αi sont distincts), vérifie

|∆| ≤ nn/2rn(n−1)/2.

Evaluons |∆|v pour toute place v du corps K. Tout d’abord, pour une
place archimédienne v associée au plongement σ de K dans C, nous avons
par l’inégalité de Hadamard :

|∆|v = |σ(∆)| ≤
n∏

i=1





n∑

j=1

|σ(αi)|2(j−1)





1/2

,

donc

|∆|v ≤
n∏

i=1

(

n max(1, |σ(αi)|)2(n−1)
)1/2

= nn/2
n∏

i=1

max(1, |αi|v)n−1

≤ nn/2
n∏

i=1

max(1, |αi|v)n

.

Par ailleurs, pour une place ultramétrique v, puisque nous avons

|αi − αj |v ≤ max(1, |αi|v) × max(1, |αj |v).

On obtient :

|∆|v ≤
n∏

i=1

max(1, |αi|v)n.

En appliquant la formule du produit au déterminant ∆ 6= 0, nous obtenons
(compte tenue de la formule

∑

v∈MK ,v|∞

nv = D) :

1 =
∏

v∈MK

|∆|nv
v ≤ rfn(n−1)/2nDn/2

n∏

i=1

H(αi)
Dn ≤ rfn2/2nDn/2HDn2

,

et
((

N

n

)1/f

− 1

)fn2/2

= r−fn2/2 ≤ nDn/2HDn2
.

Nous en déduisons

(
N

n

)1/f

≤ 1 + nD/2nfHD/f ≤ (1 + nD/2nHD)1/f ,
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et
N ≤ n(1 + nD/2nHD)2 ≤ n(1 + nD/n)2H2D.

Si N ≤ D log D, alors

#K(H) = 2N + 1 ≤
(
2(D log D) + 1

)
H2D ≤ 3D(log D)H2D .

Dans le cas contraire, le choix de paramètre n = [D log D] ≤ N − 1 donne à
nouveau l’estimation attendue :

#K(H) ≤ c(D log D)H2D ,

pour une certain constante c > 0.
�

Corollaire 5.3.1 Il existe une constante c > 0, telle que pour tout nombre
algébrique α de degré D ≥ 2 qui n’est pas une racine de l’unité, nous avons

h(α) ≥ c

D2 log D
.

Preuve. Soit H ≥ 1 un paramètre réel qui sera choisi à la fin de la preuve.
Posons N = #K(H). L’ensemble des N + 1 premières puissances de α

{1, α, α2 , . . . , αN}

est de cardinal N + 1 (car α n’est pas une racine de l’unité) et il n’est donc
pas contenu dans K(H). Il existe alors un entier n ∈ {0, . . . N}, tel que

H(αn) > H,

et
Nh(α) ≥ nh(α) > log H .

Par ailleurs, le théorème de Loher assure que N ≤ c(D log D)H2D ; on en
déduit donc :

cD log DH2Dh(α) ≥ log H

et

h(α) ≥ log H

c(D log D)H2D
.

Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit maintenant de choisir H = e1/D.
�
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